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§1. Algebren 1

§1. ALGEBREN

Erinnerung: Sei K ein Korper. Eine K-Algebra o7 ist ein K-Vektorraum mit einer
Multiplikation von Vektoren:
A XA — o

(a, B) — af
sodass Va,8,7€ & und c € K gilt:
(a) a(By) = (aB)y
(b) a(B+7) =ay+ By
(a+B)y=ay+ By
(¢) c(aB) = (ca)f = a(ch)
Falls es 1 € o gibt, so dass la = al = a Va € o heifit die Algebra eine
Algebra mit Einheit.
Falls aff = fa  Vaf € o, heitt o/ eine kommutative Algebra.

Beispiell: o/ := Mat,,x,,(K) kommutative Algebra mit Einheit.
Beispiel2: o/ := Z(V,V) kommutative Algebra mit Einheit.

Beispiel3: Potenzreihenalgebra:
Betrachte:
KN .= {f]| f: Ny — K, f Abbildung }

Schreibe f = (fu)nen = (fo. f1,--")
Addition: Punktweise, d.h.

(*) (f + g>n = fo+ Gn
Skalarmultiplikation: (cf)n = cfn
auch Punktweise .
(xx)Produkt: (f9)n =D fign—i Vn € Nj.
i=0

Proposition 1: & := K™ mit den Verkniipfungen (wie in (%) und (%) erklirt) ist
eine kommutative Algebra mit Einheit

Erinnerung: in der L.A.I hatten wir die K-Vektorraum Axiome fiir K0 beweisen.

Beweis:

(9f)n = Zgifn—z’ = Zgn—ifi = Z fign—i = (f9)n
i=0 i=0 i=0
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2 §1. Algebren

Somit kommutativ!

[(fg>h]n Z(fg - 3 (Zf]gz ]> n—i

i=0 i=0 \j=0
:szjgl —j'tn—i ijzgz n—i—j
i=0 j=0 j=0 =0

Also assoziativ!
UA.: iibrige Axiome (b) und (c). Zeige auch, dass 1 := (1,0,...,0) Einheit ist.

Notation: z :=(0,1,0,...)
20 =
"=z --x
—
n-mal

Proposition 2:
(1) xk = (0,...,0,1,0,...) VkeN,
T

ke Stelle

(2) {2* | k € Ny} sind linear unabhingig, also ist K™° unendlich-dimensional.

Beweis: Bereits in L.A.I

Definition und Notation: 7 = KMo heikt die Algebra der Potenzreihen iiber K.
Sie wird bezeichnet mit o/ := K[z]

Warum Potenzreihen? f = > f,a™ (formale Schreibweise)

n=0
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§2. DIE POLYNOMALGEBRA

4 N
Notation: Klx] := span{2* | k € Ny}
\_ /

Definition 1: f € K[x] heift Polynom i ber K. Sei nun f # 0, f € K[z].

Es gilt:
f e Klz] gdw. 3n € Ngmit f, #0und fr =0 Vk>n
deg f:=n (Grad von f ist n)
NB: degf=n&f=for+fi+a'+.. .+ fur", fu#0

fi heiflen Koeffizienten von f.

Definition: Ein Polynom aus Gestalt f = fy2 ist ein Skalarpolynom
(deg f = 0 oder f =0)
Ein Polynom f # 0 ist normiert, falls deg f =n und f, =1

NB: f € [x] definiere
supportf :={n € Ny | f,, # 0}
(i) supportf =0 gdw. f =0
(ii) sup f ist endlich gdw. f € K|z]
(iii) f#0 ,support endlich.

Es gilt:
deg f = max(supportf).
Definition 2: f : K — K ist eine polynomiale Funktion, falls es cg,...,c, € K gibt,
sodass

flz)=cotcx+...+cx" VeeK

NB: Eine polynomiale Funktion ist etwas anders als ein Polynom. Wir werden die
Beziehung genau analysieren.
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4 §2. Die Polynomalgebra

Satz 1: Seien f,g € Klz|, f,g # 0.
Es gilt:

(i) fg #0.
(ii) deg(fg) = deg f + degg.

)
)
)
)

(v) falls f+¢g#0:

(iii) fg normiert, falls f und g normiert sind.

(iv) fg skalar < f und g skalar.

deg(f + g) < max(deg f, degg).

Beweis: Sei deg f :=m und degg :=n
Behauptung:
(*) (fg)ern = fmfn

und
(x%) (f@)msn+k =0,k >0

Wir berechnen:
m+n+k

(fg)m—i-n—I—k:: Z figm+n+k:—i
=0

Welche Beitridge sind ungleich Null?

Jimsnik—i 70 = und
m+n+k—i<n, alsom+k <1

Das heifst: figminik—i #0=m+k <i<m, d.h. k=0 und m = i wie behauptet.
Nun implizieren (x) und (xx) unmittelbar (i),(ii),(iii) und (i),(ii) implizieren (iv).
(v): UA.

0

Korollar 1: K|[z] ist kommutative K-Algebra mit Einheit

Beweis: K|[z]ist Unterraum von K [z]. Es geniigt also zu priifen, dass K [x] abgeschlossen
unter Produktbildung ist, d.h.

fr9 € Klz] = fg € Kl[x]
Dies folgt aus Satz 1 (§2) (ii).
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§2. Die Polynomalgebra 5

Korollar 2: f,g,h € K[z], f #0.
Aus fg= fhfolgt g=nh

Beweis: K|[z] ist ein Integritdtsbereich. Siehe Satz 1 (§2) (i)

OJ
NB:
m+n S m 4 n 4
fg= 3" (z ngH) Pl f =3 ftund g = 3 g
s=0 r=0 =0 1=0
Insbesondere:

cx™dz" = cda™™ und fg = Z figjx'™

0<j<m
0<j<n

Definition 3: Sei & eine K-Algebra mit 1, f € K[z], f =Y. fiz!, a € &.
i=0
Definiere:

fla) = Zfio/ mit ;= 1
i=0

Beispiel 1: & = K, f € K[z] bestimmt also eine polynomiale Funktion f: K — K

Beispiel 2: &7 = Mayo(K), B = <_11 g) L f=a2%+2

=239+ 3

Satz 2: o K-Algebra mit 1, f,g € K|z], a € &, c € K.
Es gilt:

(i) (¢f +9)(a) =cf(a)+g(a)
(i) (fg)(a) = fla)g(a)

Beweis: UA.
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6 §2. Die Polynomalgebra

Beispiel 1: Nocheinmal: Sei o € o7 fixiert.
L, : K[z] — K
[ —f(a)

NB: Beispiel: f 2 0 aber f =0
2P — x fir p Primzahl verschwindet auf [F,,.
zB. f=2% -z =242z € F3|z|, f#0, weil (fu)nen, = (0,2,0,1,0,...)
. #(0,0,0,0,0,...)
Aber f(0) = f(1) = f(2) = 0 in F3, somit ist f : F3 — F3 die Nullabbildung.
(Mehr dazu im Ubungsblatt).
Wenn K aber unendlich ist, haben wir solche Beispiele nicht! Wir werden dieses
genau untersuchen.

-
Notation: K[z]™ sei der K-Vektorraum der polynomialen Funktionen.
-

Proposition 1: K[x]™ ist eine K-Algebra (mit 1) versehen mit punktweiser Multiplikation

(o)) = f()gt), teK

Definition 4: Seien < und </ Algebren iiber K.
Eine Bijektion

~ oo sl

o —Q

ist eine allgemeine Isomorphie, falls:

(co + dfB) =cé + df3
und Va,f € o c,de K

(@B) = ap

LAGRANGE INTERPOLATION

Sei n € N. Sei K Korper, tg,t1,...,t, € K, paarweise verschieden.
Sei V' der K-Vektorraum der Polynome mit deg < n

© Lucas HEITELE



§2. Die Polynomalgebra 7

B: dimV =n+1 (weil z.B. 2°, ..., 2™ Basis bildet)

Sel Lz = Lt“ LZ € V*, 0 S 1 S n, Ll<f) = f(tz)

Behauptung 1: {Ly, ..., L,} ist Basis fiir V*

Beweis: Es geniigt eine duale Basis {[, ..., P,} von V zu finden. Solch eine Basis ist
durch die Gleichungen
(%) Li(P;) = 6, 0<ij<n
bestimmt. Wir wollen also Py, ..., P, konstruieren, die (x) erfiillen.
Wir definieren:
T — 1,
P = :
H (tz‘ - t]-)
j=1
J#i

(siehe U.B.)

Die Dualitat liefert wie immer:

VIeV: f=> f(t)P,
1=0

,Lagrange Interpolationsformel”

Satz 3: Die Abbildung

K[z] — K[x]™ (fiir K unendlich)
fr—f

ist eine K-Algebren Isomorphie.

Beweis: Es ist unmittelbar zu priifen, dass

(f +cg) = +cg und (fg) = /3.
Die Abbildung ist per Definition surjektiv.
Injektiv? f =0= f =07 Sei deg f = n, ty,...,t, verschieden in K.
Seien F,..., P, wie in der Lagrangen Interpolationsformel und schreibe
f= ;f (t:) P;

f=0=f(t)=0=f=0
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8 §3. Ideale

§3. IDEALE

K|[z] ist ein Integritétsbereich, es gilt:
f,g,h € Klz], f#0und fg=fg=9g=h

Wir wollen Divisionsalgorithmen in K[z] beweisen.

Divisionsalgorithmus: Seien f, g # 0, degg < deg f.

g € K[z]|,r € K|z], sodass f =qg+r, r=0oder degr < degg

Lemma 1: Seien 0 # f,d € K[z] mit degd < deg f.
Es gibt g € K|[z], sodass f — dg = 0 oder deg(f — dg) < deg f.

Beweis: Schreibe deg f :=m > n := degd

m—1
f =a,xz™ + Z a;x', Gy £ 0
i=0
n—1
d =b,x" + Z bix', a,#0
i=0

Betrachte

Also ist f — 922™7"d # 0 und deg (f — ‘Z—T”jmm_”d) < deg f

n

Setze also g := (‘Z—n> xmn

Satz 1: (DA) f,d € Kz|, d # 0.
Es existieren ¢,r € K|x], sodass:

i) f=dg+r
(ii) r =0 oder degr < degd

Ferner: ¢, mit (i) und (ii) sind eindeutig.

© Lucas HEITELE



§3. Ideale 9

Beweis:
Existenz:
Sei f # 0. Lemma 1 (§3)= 3¢ € Klz|, sodass f —dg = 0 oder deg(f —dg) < deg f.
Wenn f — dg # 0 und deg(f — dg) > degd: Lemma 1 (§3)= Jh € K|z], sodass
(f —dg) —dh =0 oder deg(f —d(g + h)) < deg(f — dg)
Fortsetzung ergibt:
o< deg(f — flg+h) <deg(f —dg) < deg f
Die Prozedur muss nach endlich vielen Schritten anhalten.
Wir bekommen also ¢ € K[x] und r = 0 oder degr < degd mit f = dq + r.
Eindeutigkeit:
Sei f=dp+r =dq+r=dlg—q) = (r—r1) mit r; =0 oder degr; < degd
q— ¢ #0=d(qg—q) und deg(r; —r) = degd + deg(q — ¢1)
Aber

deg(r; —r) < max(degry,degr) < degd 4
S0 q¢—¢q =0 und damit r; —r =10

Definition 1: f,g € K[z],d # 0
d teilt f oder f ist durch d teilbar oder f ist Vielfach von d,
wenn r = 0 in (DA): f = dg + 0. In diesem Fall heikt ¢ Quotient.

Korollar 1: f € K|z], ¢ € K. Es gilt:

(x — ¢) teilt f gdw. f(c) =0

Beweis: (DA)= f=(x—c)g+7r, r=0oderdegr <1, d.h. r ist Skalarpolynom.
Also f(c) =r(c) =r. Also r =0 gdw. f(c) = 0.

Definition 2: ¢ € K ist eine Nullstelle, wenn f(c) = 0. Abkiirzung: ,NS von f in K
(Also ¢ NS von f gdw. (z — ¢) teilt f)

Korollar 2: Sei f € K[z], mit deg f = n. Dann hat f héchstens n NS in K.

@© Lucas HEITELE



10 §4. Formale Ableitungen

Beweis: deg f = 0 = f # 0 Skalarpolynom = keine NS in K, also (E degf > 1
degf=1= f=ar+c, a#0und ax +c=0gdw. z = —£ eindeutig.
Induktionsannahme fiir n — 1 gelte.

Sei a NS von f in K, also

f=(@—a)g, degg=n-—1

Nun ist f(b) =0 gdw. b = a oder b NS von ¢ in K.
TA= ¢ hat hochstens (n — 1) NS, also hat damit
f hat hochstens n NS.

§4. FORMALE ABLEITUNGEN

f=co+ciz+c+... +cpz™ = fO (Konvention)
W= =i + 2c00 + ... + ez = Df

Bemerkung 1: D(f +cg) = D(f) +¢D(g), f.,g¢€ Klz],ce K
So D linearer Operator.

D: Kz] — Klx]

Notation: f® =f"=Df .= D(D(f))
fO =D*f
etc. ..

D™ alle lineare Operatoren.

Satz 1: (Taylor’s Formel)
Seien Char(K) =0, n € Ny, a € K, p € Klz|, degp < n.
Es gilt:

Beweis: Sei (wieder wie in der Lagrangen Interpolationsformel) V' der K-Vektorraum
der Polynome vom deg < n (und das 0 Polynom).
Betrachte:

p—p'(a)

© Lucas HEITELE



§4. Formale Ableitungen

11

L,eV* i=0,...,n
Setze P; := % (x — a)’. Es gilt:

lj(Pz) = 5ij (siehe UB)
. P07 ey Pn .
Also sind ] ] zueinander Dualbasen von V und V*.
0y---yln
Also n
p=>_LpP
i=0
Bemerkungen:
(i) 1,(x —a),...,(z —a)" sind linear unabhéngig, also ist diese

Linearkombination (%) eindeutig.

(ii) Char(K) = 0 wird vorausgesetzt, damit 7! # 0.

Definition 1: Sei f # 0, ¢ € K eine NS von f in K.

Die Vielfachheit von ¢ ist das grofte p € N, sodass (x — ¢)* teilt f.

Bemerke: 1 < p < degf

Satz 2: Char(K) =0, f#0,;degf <n, c€ K NS von fin K.
Es gilt:

F9() =
") 0

¢ hat die Vielfachheit p gdw. (}) {

Beweis:

»= (z—c)" teilt fund (z—c)* T teilt nicht f. Es gibt also g # 0 und f =

Bemerke: deg f <n — pu und g(c) # 0.
Taylor Formel liefert:

o) [29 m—c) ]

0<k<pu-—1

(x—c)tg.

@© Lucas HEITELE



12 §4. Formale Ableitungen

Also

x —c)mtH
m!

f= i g (o)

Da die Koeffizienten von f als lineare Kombination von (z —c)*, (0 < k < n)
eindeutig sind, ergibt ein Vergleich:

RN CEto LR o S PN C o ists
(i) F=_ fP=—F—=2>_ 9"

m=0 m!
O Cnlols (- (2= O)"
g7(c) 0! Tty <C)(n—,u)!
f® _ ..
() =0 fir 0 <k <p—1
und
(k) (k—p)
fT(C) = ?k_“)!(c) p<k<n
Insbesondere fiir © = k erhalten wir:
FU(e) = g(e) # 0
»<=" (1) und ({1) liefern:
- (z—o)*
BN AICES
k=p
Also
fe) | S () f) ) e
f:(:c—c)ﬂ{ m + e (x—c)+...+ p (z — c)" "
~
) (¢
g(c) = / ,( ) #0
!

Also f = (z — ¢)*¢g mit g(c) # 0.

Wir behaupten nun, dass (x — ¢)**! teilt nicht f, sonst hitten wir h € K|[z]
mit f = (z — c)*th = (v — c)*(x — c)h = (x — c)Hg

K [z] Integritatsbereich = g = (x — ¢)h, also g(c) =0 4

Definition 2: Ein K-Unterraum M C K|[z] ist ein Ideal, wenn gilt:

VfeKlz], ge Mist fge M

© Lucas HEITELE




§4. Formale Ableitungen 13

Beispiel 0: M = K|x] und M = {0} sind Ideale

Beispiel 1: Seid € K[z|, d# 0, M :=dK[z] = {df | f € K[z]} ist ein Ideal:
Firce K, f,g € K[z

dle M Unt
nterraum
c(df) — dg =d(cf —g)
eM. eM
€
feKlal, dgeM=ldg) =d(fg)
——
eM
U
Definition 3: dK[z] heifst Hauptideal (mit Erzeuger d)
Beispiel 2: (endlich erzeugtes Ideal)
Seien dy,...,dy € K[z], M = d,K|z] + ...+ d¢K]z] ist K-Unterraum
M ist ein Ideal:
SelpeMa p:dlfl‘i'...“‘dfffa fl)"'vfﬁ GK[x]a f € K[Zl'f]
Dann ist pf = dy (fif)+... +de(fof) € M
~—— ~——
€K |[x] €K |z]
O
Definition 4: M ist endlich erzeugtes Ideal (mit Erzeugern dy, ..., dy)

Satz 3: Sei 0 # M C K|[z] Ideal.

3! normiertes Polynom d € K{z|, sodass M = dK|x]

Beweis:
Existenz: Sei d # 0, d € M, degd minimal und (E d normiert.
Sei fe M. (DA)= f=dq+r, r=0oder degr < degd. Aber r = f — dg.
eM
Damit muss » = 0 und damit f = dq sein.
Eindeutigkeit: Sei g normiert, sodass M = gK|[z]. Also 3 0 # p,q € K|z], sodass

d =
gp} also d = dqp.

und g = dq

@© Lucas HEITELE



14 §5. Primzerlegung

Es folgt: degd = degd + degp + deg ¢ und damit degp = degq = 0.
Also sind p, g Skalarpolynome. Nun sind g und d normiert, also p =q¢ =1,
alsod =g

Korollar 1: Der normierte Erzeuger d vom Ideal p1 K[z| + ... + p K|x] ist
der ggT(p1,...,pe), d.h.:

d|p;, 0 <i < /{und aus dy|p;, dp € K[z], 1 <1i < folgt dy|d.

Beweis: dK[x] = p1 K[z]+ ...+ pL[zx], also d|p;, 1 < i < (. Ferner d € M, also:

d=pigi+ ...+t =do 11 + - - . Gn)

Definition 5: py, ..., pe sind relativprim, wenn

ggT(p1,...,pe) =1

(quivalent: pyK[z] + ... p K [z] = K|x])

§5. PRIMZERLEGUNG (Primfaktorisierung)

Definition 1: f € K[z] ist reduzibel {iber K, wenn es g, h € K|x| gibt, mit
degg > 1, degh > 1 und f = gh.

Sonst ist f irreduzibel.
Ist f irreduzibel und deg f > 1, so nennen wir f Primpolynome iiber K.

Bemerkung: f reduzibel = deg f > 2

Beispiel: f = 2%+ 1 = (z +1i)(z — i) reduzibel iiber C, aber irreduzibel iiber R

© Lucas HEITELE



§5. Primzerlegung 15

Satz 1: p, f,g € K[z], p Primpolynom.

Aus p|fg folgt p|f oder p|q

Beweis: (E p normiert, p irreduzibel = Einzige normierte Teiler von p sind 1 und p.
Sei d := ggT(f,p), insbesondere d = 1 oder d = p. Falls d = p, dann p|f.
Wenn d=1=1=pop+ fof, po, fo € K|x], also

plfg
g = fofg+ popg und = plg
plp(Pog)

Korollar 1: p Primideal,

plfi--fe=3ie{l,... ¢}, sodass p|f;

Satz 2: Sei f € K|z], f normiert, deg f > 1. Dann ist f Produkt von normierten
Primpolynomen. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf Umnummerierung.

Beweis:
Existenz: deg f = 1 = f irreduzibel, nichts weiter zu zeigen.
Sei nun deg f :=n > 1. Beweis per Induktion nach n.
Ist f irreduzibel, dann ist nichts weiter zu zeigen.
Sonst: f =gh, n>degg>1 n>degh>1
[A: Gilt fiir g, h und damit bekommen wir eine Faktorisierung fiir f.
Eindeutigkeit: Sei f =p1---pe = q1 - qs, pi, ¢; normierte Primpolynome.
Also pelqr - - - g, es folgt pylg; fiir ein gewisses 1 < j < s.
Da py, ¢; normiert und prim = ¢; = py
(E nach Umnummerierung bekommen wir

DPe = s (%)
und somit:
Pi=p - pr1=q - gs
deg(P) < n, also IA. gilt, d.h. ¢1,...,¢s—1 ist Umnummerierung von py, ..., p,.

Diese Tatsache zusammen mit (%) beweist unsere Behauptung,.
O
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16 §6. Die symmetrischen Gruppen S,

§6. DIE SYMMETRISCHEN GRUPPEN S5,

-
Notation: Sei N, :=={1,...,n}
N

Definition 1: Sei n € N. Eine Permutation von N,, ist eine Bijektion N,, — N,,.
Wir schreiben S5, fiir die Menge aller Permutationen von N,,.
Die Menge S,,, zusammen mit der Funktion

Sp X Sy, — Sy

(0, ) —>aop

bildet eine Gruppe. Diese nennen wir die symmetrische Gruppe mit n Elementen.

Warum ist S,, eine Gruppe?
(i) Falls o, 8 € S,,, dann ist a0 5 € S,.

(ii) Die Identitdtsabbildung ¢ : N,, — N,,, definiert durch (i) := i fiir alle i € N,
ist die Identitdt Element aus S,,.

(iii) Bijektive Abbildungen haben Inverse. Falls o € S,,, dann existiert 5 € S,
sodass ao f =¢

(iv) Die Multiplikation ist assoziativ, da die Komposition von Funktionen immer
assoziativ ist.

Notation: Fiir o, 5 € S,,, schreiben wir a3 anstatt « o .
Fiir eine Permutation ¢ von N,, schreiben wir

Beispiel: Die Permutation o € S5 mit o(1) = 3,0(2) = 5,0(3) = 4,0(4) = 1,0(5) = 2

schreiben wir
1 2 3 4 5
35 4 1 2

© Lucas HEITELE



§6. Die symmetrischen Gruppen S, 17

Definition 2: Falls fiir o € 5,,, aq,...,a, € N,, existieren, mit
O'(Cli) =jy1, fir 1 Slgm—l
o(am) = ay

und o(z) =z fir x ¢ {ay,...,an}

nennen wir o einen m-Zykel und wir schreiben o in Zykel-Schreibweise: (ajas . . . a,).
Eine Transposition ist ein 2-Zykel.

Beispiel: Die Permutation
(1 2 3 4
T7\4 1 3 2

ist ein 3-Zykel. Wir schreiben o als (142).

Definition 3: «, 3 € S, sind disjunkt, falls
{z]a(x) #z}n{z|Bz) #2} =10

Beispiel:
(123 4
T=\2 1 3 4/
(12 3 4
T=\1 24 3

und
(1234
T =1\1 3 2 4/

Die Permutationen ¢ und 7 sind disjunkt, ¢ und ~ sind aber nicht disjunkt.

Lemma 1: Seien aq, ..., q,,, € S, paarweise disjunkte Permutationen und 7 € S,,.

Die Permutationen ajas . .. ay, und 7 sind disjunkt gdw. a; und 7 fiir alle
0 <7 < m disjunkt sind.

@© Lucas HEITELE



18 §6. Die symmetrischen Gruppen S,

Beweis: U.A.

Proposition 1:  Jedes o € S,, kann als Produkt disjunkter Zykel geschrieben werden.

Beweis: Sei n € N fest. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach
[(0) := {s € No [ o(a) # a}|.

Falls I'(0) = 0, dann ist o die Identitdtsabbildung auf N,,, also o = (1)(2) ... (n).
Seio €S, k=I(0) > 0.

Angenommen die Behauptung gilt fiir alle Permutationen 7 mit I'(1) < k.

Sei ig € N,,, sodass o (i) # ig. Sei is := 0°(ip).

Da N,, endlich ist, existieren p,q € N mit p < g, sodass o”(ig) = 09(ip).

Da o bijektiv ist, ist 0P~ %(ig) = ip. Wir wihlen das kleinste r € N mit 0" (4o) = 4
und 7 das r + 1-Zykel (igiq ... 10,).

Dann gilt:

{aeN, | (t7'0)(a) =a} ={a €N, | o(a) =a} U {ig,... i}

und damit I'(7"'o) < k = 7(¢). Somit kénnen wir nach der I.A. 771 als Produkt
disjunkter Zykel schreiben: 7710 = ajas . .. ayp. Also ist 0 = T . . . i,

Da ajg. .. an(i;) = 77 to(i;) fiir 0 < j < m, sind die Permutationen ajay . .. ayy,
und 7 disjunkt. Nach Lemma 1 (§6) heifst das, dass 7 und «; fiir 0 < i < m disjunkt

sind und damit ist ¢ Produkt aus disjunkten Zykeln.
OJ

Beispiel: Die Permutation
1 23 45
35 41 2
geschrieben als Produkt von disjunkten Zykeln:

(134)(25)

Proposition 2: Jede Permutation von N,, kann als Produkt von Transpositionen geschrie-
ben werden.

Beweis: Die Identitit ist (12)(21).
Da jede Permutation als Produkt von Zykeln geschrieben werden kann, reicht es
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§6. Die symmetrischen Gruppen S, 19

zu zeigen, dass jedes Zykel als Produkt von Transpositionen geschrieben werden
kann.
Sei (i1 ...4,) € S, ein r-Zykel, dann ist
(ilig ‘e ZT) == (ilir)(ilir—l) e (Z123)<21Z2)

Fir 4:

(’iﬂ})(iﬂ'?«,l) e (Zﬂg)(lﬂg)’&l - (’iﬂ})(iﬂ'?«)(ilir,l) PR (1123)22 - iz
Fiir s > 0:

(119, ) (i18p—1) - . . (0183) (1192) s =(i18,) (G100—1) - - - (1185-1)(i18s)is

Z(i1ir)(i1ir—l) . (i1i8+2)(i1i5+1)i1

=(419,) (118—1) - - - (119542)Ts41

Beispiel: Die Permutation (123) € S,, kann sowohl als
(13)(12),

als auch als
(13)(42)(12)(14)

geschrieben werden. Die Faktorisierung in Transpositionen ist also nicht eindeutig
und nicht einmal die Anzahl, der in einer Faktorisierung verwendeten
Transpositionen ist eindeutig.

Was ist nun eindeutig?
Um das zu beantworten, miissen wir zuerst die Wirkung einer Permutation o € .S,, auf
eine Funktion von Z™ nach Z definieren.(Erinnerung: Z" :=7 x ... 7).

———

n-mal

Definition 4: Sei 0 € S, und f : Z" — Z eine Funktion.
Wir definieren o f als Funktion von Z" — Z, definiert durch

(0f) (@1, ... 20) == f(Zoqa), - - Tom))-

Beispiel: Sei f : Z3 — Z definiert durch f(z1, 2o, 13) := z129+x3 und o := (123) € Ss.
Dann ist:

(o f)(w1, 22, 23) = f(22, 73, 71) = ToT37,
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20 §6. Die symmetrischen Gruppen S,

Lemma 2: Seio,7 € S, und f,g : Z" — Z.
Dann gilt:

(i) o(rf) = (o7)f
(i) o(fg) = (a.f)(o9)

Beweis: U.B.

Satz 1: Es gibt eine Abbildung sign : S,, — {1, —1}, sodass:
(a) Fiir jede Transposition 7 € S, gilt: sign(7) = —1.

(b) Fiir Permutationen o, o’ gilt:

sign(oo’) = sign(o)sign(c’).

Diese Abbildung ist eindeutig mit diesen Eigenschaften.
Fir o € S, nennen wir sign(o) Signatur/Vorzeichen von o.

Beweis: Sein € N fest und A : Z" — 7Z definiert durch

Az, ..., xy) = H (; — x;).

1<i<j<n

Behauptung: Fiir eine Transposition 7 € S, gilt 7A = —A.
Sei 7 = (rs) mit r < s. Nach Lemma 2 (§6) (i) gilt:

TA(x1, ... x,) = H T(x; — x;).

1<i<j<n

Falls i, j ¢ {r, s}, gilt 7(z; — x;) = (z; — x;). Fiir den Faktor (z, — x,) erhalten wir
7(xs—x,) = —(x, — ). Die restlichen Faktoren kénnen in Paare zusammengefasst
werden:

(2 — xs)(x) — p), fir k > s,
(x5 — xp) () — ), flir r < k < s,

(xs — xp) (2 — x3), flir k <

Jedes dieser Paare ist unbeeinflusst von 7. Deshalb gilt 7TA = —A, womit die
Behauptung bewiesen wére.
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§6. Die symmetrischen Gruppen S, 21

Sei nun o € S,,. Wir konnen o schrieben als ¢ = m7...7,,, wobei 71,..., 7,
Transpositionen sind. Nach Lemma 2 (§6) (ii), gilt:

oA =1 (1e(. .. (TRA)...))
und nach der Behauptung oben:
T1(72(. .. (TmA)...)) = (=1)™A.

Somit gilt cA = A oder cA = —A.

Fiir o € S, sei sign(o) = +1, falls cA = A und sei sign(o) = —1, falls cA = —A.
Diese Abbildung ist wohldefiniert, da A(1,2,...,n) # 0.

Sei o, 7 € S,,. Nach Lemma 2 (§6) (i) gilt:

(cT)A =o(TA)

Damit:
sign(o7) = sign(o)sign(7).
Die Funktion sign : S, — {1, —1} ist eindeutig mit den Eigenschaften (a) und

(b), da jede Permutation ein Produkt aus Transpositionen ist.
O

Bemerkung: Sei o € S, und 7y, ...7, € 5, Transpositionen, sodass ¢ = 71 ... 7.
Dann gilt:

sign(o) = (=)™

Definition 5: Wir nennen eine Permutation gerade, wenn sie als Produkt
einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben werden kann.

Wir nennen eine Permutation ungerade, falls sie als Produkt
einer ungeraden Anzahl von Transpositionen geschrieben werden kann.

Korollar 1: Fiir eine Permutation o gilt:
o ist gerade < sign(o) =1
und

o ist ungerade < sign(o) = —1.

Folglich kann eine Permutation nicht als Produkt einer geraden Anzahl
und einer ungeraden Anzahl an Transpositionen geschrieben werden.

@© Lucas HEITELE



22 §7. Multilineare Formen

Definition und Notation: Betrachte die folgende Untermenge von S,,:

A, = {0 | o ist gerade}

A, ist die alternierende Gruppe

Es gilt: A, ist Untergruppe von S,:

Die Einheit (1) ist gerade, also (1) € A,.

Selen 0o =T ... Ty, Y=Y1... Vo, Mit 7,7 €5, ,1 <1 <m, 1 <j < n, mn gerade.
Damit ist oy =71 ... 71 - - - Y, also A,, abgeschlossen unter Produkt.

AuRerdem o' =71 ... 7! also A, abgeschlossen unter Inversen.
Bemerkung: S, =A,UU,

wobei U := {0 | o ist ungerade} Untermenge der Ungeraden Permutationen.
Die Abbildung

A, — U
o+— (12)0

ist bijektiv. Wir folgern:
n!
|An| = 9

§7. MULTILINEARE FORMEN

Definition 1: Sei K Korper, U, V K-Vektorrdume

B:UXV —K
(z,y) —B(x,y)

ist ein bilineares Funktional /bilineare Form, falls gilt:

(]‘) /B(Clxl + CQ'IQ?y) = ylﬁ(‘rh y) + CQ/B(x%y)
und

(2) B(x, diys + daya) = diB(w, 1) + dofB(x, 1)
fir alle z, 21,09 €U, y,y1,y2 €V, c1,¢2,d1,dg € K
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Beispiel:

VxV*—K
(x, f) — [z, f]

wobei [z, f] := f(z) fir x € V und f € V*.
Die definierenden Eigenschaften und Verkniipfungen in V* liefern:

(1) [ervy + caxa, f] = cifza, f] + cof7a, f]
und

(2) [m,dy, fi +dofo] = di[z, fi] + dalx, fol.

fir z,z1,22 €V, [, f1, 2 €V  c1,c0,d1,dy €K O

Notation: .Z® (U x V, K) := die Menge der bilinearen Formen auf U x V.
Diese Menge ist ein K-Vektorraum
(mit den Verkniipfungen (c151 + c252)(x,y) := c161(x, y) + c252(x, y) wie iiblich).

Definition 2: m € N, V..., V,, K-Vektorraume
Ein m-lineares Funktional/m-lineare Form (multilineares Funktional vom Grad m)
auf Vi x ... x V,, ist eine Abbildung p : Vi x ...V, — K,
sodass fiir alle 7 € {1,...,m} gilt:

o, ..o coy 4+ Yiy o ooy )

=cu(ag,...... o TR yam) ¢ fir o, v €Vy, c€ K

+ ulog,...... S Viy e , Q)
a N
Notation: LMV x ... X Vi, K) :=K-Vektorraum der m-linearen Formen.
- %

Bemerkung: p multilinear und es existiert ein ¢ mit o; = 0 = p(aq,...,0,..., a,) = 0.
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24 §8. Alternierende multilineare Formen auf K"

§8. ALTERNIERENDE MULTILINEARE FORMEN AUF K"

Definition 1: Sein € N, V = K". Eine n-lineare Form

5:K"><...><K’i—>K

[

vV
n-mal

ist alternierend, falls:

Konvention: § wird auch als Abbildung auf K™*" = Mat,,,, (K) aufgefasst, ndmlich

Z
0(A)=06(Z1,...,Zy,), wobei A= | [,
Zn

d.h. Z; ist die i-te Zeile er n x n-Matrix A.

Lemma 1: Sei  alternieren. Es gilt:
(i) Zi,...,Z, linear abhingig = 6(Z1,...,7,) =0
(i) 0(Zv,.... Ziy.. ., Zjy oo Zy) = =Ly Zjy oo Ly oo L) fliT 0 £
Allgemeiner: 6(Zrqy, ..., Zxwn)) = sign(m)d(Zy, ..., Z,), m € Sy

Beweis:

n—1
(i) (E nehmen wir an: Z,, = > ¢;Z; fiir geeignete ¢1,...,¢,—1 € K.
i=1
Wir berechnen:

n—1 n—1
) (Zl, N Zn—l» ZCZZZ> = Z Ci(S(Zl, ceey Zn—lu Zz) =0
=1

=1
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§8. Alternierende multilineare Formen auf K" 25

(ii) Wir berechnen:

0=0(Z1,.... Zi+ Zj..., Z+ Zis, ..., Zn)
:6<2177Z7,77ZJ+Zzy7Zn)+5(Zl772377Zj+Zzy ;Zn)
:5(21,...,ZZ',...,Z]',...,Zn) —|— 6(21,...,22',...,&,...7270

FO( 2y Ly Ly T+ 82y g T )

N

Also:
0=90(21,...,%Z;,...

Wie behauptet.

Bemerkung:

(1) Falls Char(K) # 2, gilt auch die Umkehrung:

§ erfiillt (ii) = 0 alternierend

Nehme Z; = Z; fiir ¢ # j, also:

5(21,...7ZZ',...,Zi,...,Zn) Char(K)#2
:_6<Z17-~~7Z7§7~--7Zi7---7Zn) .

(2) 4((a,b),(c,d)) := ac + bd auf Fy x [y ist Gegenbeispiel, falls Char(K) = 2.

Lemma 2: Seien § : K™ x ...
Es gilt:

(i) d(e(A))
(i) d(e(A))
(i) d(e(4))
Allgemeiner:
(iv) 0(cA) = c"6(A) ceK, c#0

x K™ — K alternierende Form und A € Mat,,»,,(K) ()

i(A) e Zeilenumformung vom Typ 3

—0(A) e Zeilenumformung vom Typ 1, i # j

co(A) e Zeilenumformung vom Typ 2, c€ K, ¢ # 0
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26 §8. Alternierende multilineare Formen auf K"

Beweis:
(1) (S(Zl + CZQ, ZQ, ceey Zn) = 6(Z1, ZQ, N Zn) -+ Cé(ZQ, ZQ, ey Zn

-~

=0

\—

(ii) Folgt aus Lemma 1 (§8)

(iii) Folgt aus n-Linearitét

(iv) 0(cZy,...,cZy,) =cd(Zy, ¢y cZs, ... chy)
=C*0(Zy, Zoy s, ... ¢ Zy)

:Cné(Zl, Zg, Zg, ey Zn)

Lemma 3: §(A) = A,(r.Z.S.F(A)) wobei Ay € K, Ay #0.
A4 hingt nur von A € Mat,,«,(K) ab.

Beweis: Wiederholte Anwendung von Lemma 2 (§8).
(A4 Produkt der Gestalt (—1)%cy ... ¢, fiir geeignete £,k € Nund ¢y, ..., c, € K*)
0

Bemerkung: Fiir A € Mat,,,,(K) gilt die folgende Dichotomie: (siehe L.A. I)

Fall(1) r.Z.s.F.(A) hat eine Nullzeile
oder
Fall(2) r.ZS.F.(A)=1,

Also erhalten wir hier die Dichotomie:

Fall(1) 6(A)=A,0=0

oder

Fall(2) 6(A) = Aad(L,)

Korollar 1: d #0 gdw. §(I1,) #0

Beweis:
,<=" Klar.
=" 0(I,) =0=6(A) = 0 in beiden Féllen (1) und (2).
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§8. Alternierende multilineare Formen auf K" 27

Korollar 2: d(A) # 0 gdw. A invertierbar.

Beweis: A invertierbar < r.Z.S.F.(A) =1,

Korollar 3: Seien ¢, 0o n-lineare, alternierende Formen auf K.
Es gilt:
(51 = (52 gdW (51(61, e Gn) = 52(61, Ce 7671)

(wobei wie immer £ = {ey,...,e,} die Standard-Basis ist)

Definition und Notation: A := alt™ (K™) :=der K-Vektorraum der n-linearen,
alternierenden Formen auf K™.
A ist ein Unterraum von 2™ (K" x ... x K", K)

Korollar 4: dim <alt(”)(K")> <1.

Beweis: Sei 07 # 0 fixiert, 5 € A.
Es gilt:

(%) 52(A) = Audy(I,) = Ay (gjgn;) 81(L,).

Setze d = gfg:g € K. Aus (x) folgt:

=51(4)

fiir A € Mat,,«,(K). Also ist dy = dd;

@© Lucas HEITELE
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Definition 2: Die Determinante (Funktionale) ist die eindeutige n-lineare, alternierende
Form auf K", wofiir

det(L,) =1
gilt.
Die Formelberechnung:
Zy
Sei A € Mat,,x,,(K) mit A = (a;;), 1 <i<n, 1<j<n, A=| : und 6 € A
Zy,

n
Wir schrieben Z; = ) a;j,e;, in der Standard-Basis.
j=1

Wir berechnen:

- a n-lin. a
5(A) = (5 (Z aijlejl,...,Zajnejn> = Z a17j1 ...anjné(ejl,...,ejn) (*‘k)

Ji=1 in=1
Betrachte die Abbildung

{1,....n} —{1,...,n}

Falls diese nicht injektiv ist, gibt es eine Wiederholung in (jy, ..., jn)
und damit ist d(e;,,...,e;,) = 0.

Falls injektiv, dann ist die Abbildung eine Permutation = € S,, und damit
ist d(ej,, ..., ej,) =sign(m)d(er,...,e,).

Also kénnen wir (%x) umschreiben:

(3x) = Z SigN(7)a1r(1) - - - Anr(n)0(€1, - - -5 €n)

WESn
= Z Sign(ﬂ')alﬂ-(l) e anﬂ(n)é(ln)
ﬂ'ESn
(x* %) =d(1,,) Z Sign(m)air(1) - - - Gnr(n)

7l'€Sn

Wir sehen also, dass 0(1,,) = 1 eine Formel fiir § wie in (x x %) liefert:

© Lucas HEITELE
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Satz 1: Definiere fiir A = (a;;),1 <i<n, 1<j<m

5(14) = Z Sign(ﬂ')alﬂ.(l) -+« Opg(n) (det)

J ist eine n-lineare, alternierende Form und erfiillt (L) = 1.

Beweis:

e Sei 0 # A diagonal, also i # j = a;; = 0. Das heift: die einzige Permutation
die einen Beitrag # 0 bringt ist diejenige, fiir die i = 7(i), Vi€ {1,...,n}
gilt, d.h. 7 = (1) die Identitate S,.

Es bleibt also nur ein Produkt in (det) iibrig, ndmlich ajjass . .. an, = 6(A),
insbesondere 6(I,,) = 1.

e n-linear? Berechne:

sign(ﬂ) [(alw(l) —+ da’lﬂ(l)) a2r(2) - - - am(n)}
:Sign('ﬂ') [(Cblﬂ-(l)agﬂ-(g) Ce Clnﬂ-(n)) + d (allw(l)a27r(2) cee anﬂ'(n))}
usw. .. U.A.

e alternierend? Sei Z; = Z5, d.h. a1; = ag;, V1< j<n,
d.h. A1r(5) = A2r(j)s Vrels, 1<75<n.
Berechne (mit S, = A,UA,(12))

5(‘4) = Z Sign(ﬂ')alw(l)alw(2)@37r(3) -+ Opg(n)
TEARUAR(12)

= ( Z SigN () A1r(1) A1r(2) A3r(3) - - - am(n))
SN——

N 7T€An =1
)]
+ ) [sign(m)(12)] 1r(12)1)@1r(12)2) B35(12)(3) - - - G (12)(m)
TEA, :(_" 1)
(1)

In der Summe von (/7) bekommen wir:

Z [— sign(m)]a1r(2)@17(1)A37(3) - - - Ann(n)
TEAn :(_' 1)

= Z [_ Sign<7T>]a17r(1)a17r(2)a37r(3) <+« Qpp(n)
7I’€An :(71)

(. J/

(In)
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Wir sehen also: die Terme kiirzen sich raus, d.h. in (I) bzw. in (I1):

A17(1) A7 (2)A37(3) - - - Anr(n) und —01x(1)A17(2)A37(3) - - - Anx(n),
d.h. (I)+ (11) =0

Korollar 5: dim (alt(”)(K”)> — 1 fiir alle n € N.
Das heifst: 5(A) = det(A)4(L,) fiir A € Mat,,,(K) und ¢ € alt™

Beweis: Da det € alt™ det # 0, ist dim <alt(”)> = 1.

Sei 6 € alt™ also ist § = ddet fiir d € K. Nun muss 6(I,,) = d det(I,) gelten,
also d = d(1,,).

Bemerkung: Sei R ein kommutativer Ring mit 1. 6 € alt!”(R") ist analog definiert.
Der Hauptsatz gilt auch in diesem erweiterten Rahmen:
Sei A € Mat,,x,(R), A= (a;;), 1 <i<n, 1<j<n.
Definiere:

det(A Z Sign(m)air(1) - - - Gnr(n)

7T€Sn

Dann ist det die eind. Funktionale § € alt!™ (R") mit der Eigenschaft §(I,) = 1.

Beispiel: R = K|x]

T 0 —=x
0 1 0
1 0 3

Sei 0 € alt® (Mats,3(R)):
§(A) = 6(xey — 2%e3, 69,61 + 2°e3)

wobei g1 = (1,0,0), €2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) (die Standard Vektoren).

d(A) =z d(eq1,69,61 + 63) — 5(53,52,51 +x 53)
=1 (g1, €9,61) + 2%6(g1, €2, €3)
—X 5(63,83,81) — ZE55(8 82,63)

:(g; —i—x) (81,82753)
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Satz 2: Sei A € Mat,«,(R). Es gilt:

det(A) = det(AT)

: C(ATY. — T _
Erinnerung: (A");; = Aj; oder aj; = a;

Beweis: Betrachte

n

Ham(i) = ﬁ Qi fir m € Sn

i1 ij=1
Jj=m(3)
n n n
.
- H tij = Haﬂ*l(ﬂ)ﬂ - Haw*(J)
ij=1 =1 =1
i=m~1(j)

Wir berechnen nun:

det(A) = > sign(r) [ [ aine)

TESn i=1
= Z sign(m ™) Hajﬂ_l(j) =det(A")
m=leSy Jj=1

Satz 3: det(AB) = det(A)det(B), A, B € Mat,«x,(R)

Beweis: Fixiere B € Mat,x,(R), A= | : |. Definiere detp(A) := det(AB).
Zn
Also (SB(Zl, cee Zn) = det(Zl, B, cee ZnB)

n-linear? 0p(Z1+Czy, Za,y. .., Zy)
=det((Z, +c¢Z})B, ..., Z,B)
— det(ZiB, ZoB, . . ., ZuB)
+edet(Z.B, ZsB, ..., Z.B).
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alternierend?  dp(Z1, Z1,...,Zy)
—det(Z1B, Z\B, ..., Z,B)
~0
dim <alt(”)> = 1= 5p(A) = det(A)dp(1,) = det(A) det(B)

Korollar 6: Sei A invertierbar . Es gilt:

det (A7) = [det(A)] ™

Beweis: det (AA™!) = det(A)det (A7) = det(I,) = 1.

Notation: Sei A € Mat,,x,, fixiert und 7,5 € {1,...,n}

Alilj] :=die (n — 1) x (n — 1) — Matrix, die man
bekommt nach Entfernung der i**" Zeile

und der 5" Spalte von A

Dyy(A) = det (Afil)

\ /

Satz 4: Fixiere 7, 1 < j < n.
Betrachte:

n

0(A) = (1) A;;Di;(A)

i=1
Es ist:

6 € alt™ und §(I,) = 1

Beweis: Fir A=1,, A;; =0, fiir 7« # j, also betrachte nun ¢ = j, d.h. 4;;, =1:
wir bekommen §(I,,) = (—=1)% A;; det(I,,_;) = (-1)¥ - 1-1=1

Z
e alternierend? Sei A= | : |. Seien Z;, = Z, fiir k < L.
Zn
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Falls i # k und i # ¢ hat A[i|j] zwei gleiche Zeilen, also D;;(A) = 0.
Also betrachten wir nun ¢ = k oder i = ¢:
0(A) =(=1)"" A Dy (A) 4+ (=1)* Ay Dy (A)
= (=)™ A Dy (A) + (1) Ay Dyj (A)

*)
weil Agj = Akj ist.
Betrachte:
Z7 Zy
: . Zr =77
: Z, <t— ist hiervon die
AW = | 2| wna Al = | v
Jl = = un J = _
Z, =2, Zk+1 Z,
ist hiervon die ——p Zii
(0 — 1)t Zeile .
Z- 2y
ﬁf—/ —

Vergleichen von (x) und (xx) ergibt:
Alk|j] und A[¢|5] haben die gleichen Zeilen, bis auf Permutation der Zeilen!!
Man kann aber A[¢|j] aus A[k|j] durch wiederholte Zeilenumformungen vom
Typ 1 erhalten, indem man die (¢ — 1)* Teile in (%) bis zur k*" Zeile in (%*)
riickt. Dafiir benttigt man (¢ — 1) — k Transpositionen.

:=Perutationen der Gestalt ({ —1 ¢—2), dann ({ —2 ¢ —3)

Lbis((—(t—k—1) ¢—((—Fk)), dh. bis (k+1 k)

Zusammenfassend:

Setze m:=(k+1 k)...({—1 £—2), 7€ Sp_1.
sign(m) = (=1)“"D=*. Also Dy;(A) = (—=1)D=FDy,(A).
Zuriick in (%):

0(A) = (=1) [(=1)"Ag; Di;(A) + (=1)* 71" Ay, Dy (A)]

J/ . J/

-~

Aber: 1. Term Q,j?&m
(_1)k — [(_1)26—1—kz} _ (_2)2(6—1)—k

Also kiirzen dich 1. Term und 2. Term raus und damit ist 6(A) = 0, wie
behauptet.
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e n-linear? U.A.
Hinweis: Zeige: Fiir 4, j fixiert, ist A;;D;;(A) eine n-lineare Funktion in A.
Eine lineare Kombination von n-linearen ist n-linear.
Also ist ¢ n-linear.

Korollar 7: (Spaltenentwicklung)
Sei A € Mat,,«,. Fiir jedes 1 < j <n gilt:

n

det(A) = Z(—l)i+injDij(A)‘

=1

Definition 3: (—1)"" det(A[i|7]) ist der ij**-Kofaktor von A
Notation: Cij = (—1)"7 det(A[i|5])
Also:

=1

-

1. Behauptung: k#j5=> AuCij =0
i=1
Beweis: Ersetze die j* spalte von A durch ihre £*¢ Spalte und nenne die so erhaltene
Matrix B.
Es gilt also: B;; = A, Yi=1,...,n.
Also:

0 =det(B)

:Z(—l)”jBij det(Blilj])
=D (1) Ay det(A[il])

= Z AiCi
=1
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Diese Eigenschaften fassen wir zusammen:

(%) > ApCij = G det(A)
=1

Definition 4: Die n x n-Matrix adj(A) ist die Transponierte der Matrix der Kofaktoren
von A, d.h. o
(adj(A)),; = Cji = (=1)"" det(A[j4])

adj(A) ist dieadjungierte Matrix von A.

Die Formel in (x) kann man nun zusammenfassen:

(k) (adj(A))A = det(A)L,.

2. Behauptung: A(adj(A)) = det(A)L,

Beweis: Esist: AT[i|j] = A[j|i]". Also:
(=1)"™ det(A[ilj]) = (=1)"7 det(A[5]1])
(ji* Kofaktor vom AT = ji'® Kofaktor von A.)

Also:
(% % %) adj(A") = (adj(A))"

(»%) impliziert fiir A':

(adj(AT)AT = (det(AT)L, = (det(A))L,.

Also:
A(adj(A™) " = (det(A)),..

Zusammen mit (% * x) erhalten wir:

A(adj(A)) = (det(A))L,

Es gilt also:
A(adj(A)) = (det(A))L,
(1) und
(adj(A))A = (det(A))L,
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Definition 5: A € Mat,,»,(R) ist iiber R invertierbar, falls es B € Mat,,,, gibt, sodass
AB =BA=1,

[Wenn B existiert, dann ist B eindeutig, B = A™!, wie fiir R = K (Kérper)]

Aus (t) sehen wir:

det(A) invertierbar in R A invertierbar iiber R und
( d.h. eine Einheit von R ) A7l = (det(A))adj(A)

Umgekehrt: A invertierbar = AA™' =1, = det(4A™) =1
= det(A) det(A™") = 1 = det(A) ist eine Einheit in R
Wir haben bewiesen:

Satz 5: A € Mat,,«,(R) ist invertierbar iiber R gdw. det(A) eine Einheit in R ist.
Ist A invertierbar, so ist A~ = det(A)tadj(A).
[Insbesondere: A € Mat,,x,(K) (K Korper) ist invertierbar gdw. det(A) # 0]

Sonderfall: R = K(z], f,g € Kz], fg=1=degf+degg=0=degf =degg =0
Also sind die Einheiten von R die # 0 Skalarpolynome.
A ist invertierbar, gdw. det(A4) € K*

Beispiel 1: A= (all 6112) , det(A) = ajra2 — aga12, adj(A) = < 22 —a12)
21 @22 —aG21 Q11

A— (; i) € Matyna(Z), det(A) = —2.

A nicht invertierbar iiber Z. A ist aber invertierbar als Matrix mit den Eintrdgen

aus Q und
1 /4 -2
-1+
A= 2(—3 1>

P24z r+1 2 —1 x4+ 2
A_(x—l 1 , B = 2 —2r+3 =z

det(A) =z +1, det(B) = —6

Beispiel 2: R = R[x]

A nicht invertierbar B invertierbar
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Lemma 4: Ahnlich Matrizen haben die gleiche Determinante.

Beweis: B = P 'AP, A, B € Mat,x,(K).

det(B) = det(P 'AP) = det(P) ' det(P) det(A) = det(A)

Definition 6: dim(V') =n, V K-Vektorraum, T' : V' — V linearer Operator.
Definiere:
dim(7") := det ([T])

fiir eine (jede) Basis B von V.

Cramer’s Formel: Betrachte das Gleichungssystem:

n
AX =Y, Y=|:]|eKk™!
Yn
Also:
adj(A)AX = adj(A)Y
Also:
(det(A))X = adj(A)Y
Also:

n

(det(A))z; = > (adj(A))iju;

i=0
also fiir 1 < j <n gilt:

(det(A))a; =Y (—1)"y; det(Alilj])

/(

Hier erkennen wir die Determinante der
Matrix, die man erhélt, wenn man die
7% Spalte von A durch Y ersetzt.

Wenn det(A) # 0 bekommen wir:
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Cramer’s Regel: Sei A € Mat,,x,,(K), mit det(A) # 0.

Y1
SeiY = | : | € K™
Yn
Dann ist die eindeutige Losung X = A~'Y so beschrieben:
fL’j =
det(A)

Wobei B; die n x n-Matrix ist, die man erhélt, wenn man die j* Spalte von A
durch Y ersetzt.

§9. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Definition 1:

(a) Sei V' K-Vektorraum, 7' € L(V,V)
c € K ist ein Eigenwert von T, falls o € V, o # 0 existiert mit

T(a) = ca

(b) Sei a € V und T'(a) = cav
« heifst Eigenvektor (zum Eigenwert c).
(c) W.:={a|T(a) = ca} ist ein Unterraum,
der Eigenraum (zum Eigenwert c).

Bemerkung 1: W, = ker(T' — ¢I), d.h.

W.={a|T(a) =ca} ={a| (T —cl)a =0}.

c ist also Eigenwert, gdw. (7' — cI) singulér ist.
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Satz 1: Sei V unendlich-dimensional, T € Z(V,V), c € K
Es sind dquivalent:

(i) cist Eigenwert von T
(ii) (T — cI) ist nicht invertierbar
(iii) det(T'—cl) =0

Bemerkung 2: det(7'—zT") ist ein Polynom vom Grad n (die Eigenwerte sind also genau
dessen Nullstellen). Sei B eine Basis, A € Mat,,.,(K), A = [T]s.
Esist: A—axl = [T — xl|p.

Nun ist:
r — ayy a19 e Q1n
B:i=xl-A= a?l a2 mit b; = (v — a;;)
Qn1 . e X — Qpp

det(B) = Z (Sign(T)) bl’T(l) C. bm_(n)
N————

TESn Falls 1 #£0 ist:

deg(blT(l) . anT(n)) = |{Z S {1, ce ,n} | T(Z) = Z}’

Also ist [](z — ay) der einzige Term (Hauptterm) vom Grad n. Wir sehen also,
i=1
dass:

deg <Z sign(7)b1-(1y - - - bm(n)> =n

TES’n

und auferdem, dass det(z] — A) ein normiertes Polynom ist.

Definition 2: c € K ist Eigenwert von Ae Mat,, ., (K), falls (c/ — A) singulér ist.
Also sind die Eigenwerte von A die Nullstellen von det(z] — A), wie oben.

Definition 3: f(z) :=det(zl — A) ist das charakteristische Polynom von A.
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Lemma 1: Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis:

B =P AP = det(z] — B) = det(z] — P~ AP) = det(P~'(z] — A)P)
=det(P ) det(x] — A) det(P) = det(xl — A)

Definition 4: Sei V' endlich-dimensional, T'e Z(V, V).
CharPol(T") := CharPol ([T]5)

fiir irgendeine Basis B von V' (und damit fiir jede Basis).

Bemerkung und Beispiele:
T kann also nicht mehr als dim(V') Eigenwerte in K haben.

i) A= ((1) _01) € Matay2(R) hat keine reellen Eigenwerte,

weil det(zI — A) = 22 + 1 keine reelle Nullstelle hat.

3 1 .1
(i) A= {2 2 —1| € Matp,n(R).
2 2 0
r—3 -1 1
CharPol(A) =| =2 2-2 1| =2 -52>+8x —4=(z —1)(z —2)*
-2 -2 0

Eigenwerte c =1, ¢ =2 in R.

c=1,ker(A—1)=W;

2 1 -1
A—-T=12 1 —1] hatrang=2
2 2 -1

Also dim (ker(A — 1)) =1
Wir wollen eine Basis fiir W finden.
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Lose
0
0
a; = (1,0,2) ist eine Losung und {«;} ist eine Basis fiir 1.

c=2, ker(A —2I) =W,

11 -1
A—-2I=|2 0 —1| hatrang=2
2 2 =2

Also dim W5 = 1.. Wie oben finde Ldsung:
as = (1,1,2) und {ay} ist Basis fiir Ws.

Lemma 2: Seien v; # 0, v; € V, v; ist Eigenvektor zum Eigenwert ¢;, fiiri =1,... k.
Falls ¢; # ¢; fir i # j, i,j € {1,...,k}, dann ist {vy,...,v;} linear unabhéngig.

Beweis: Bemerke, dass v € V, v # 0
= v kann nicht Eigenwert zu verschiedenen Eigenweren sein.

Wir fiihren einen Beweis per Induktion.

k= 2:1Ist vg = cvy, so ist vy € W,,, also vy ist Eigenwert zu ¢; und ¢y # ¢ 4
Induktionsannahme gelte fiir & — 1.

Seien vy, ..., v linear abhéngig.

k=1
(Ehaben wir also v, = > v;.
i=1

k—1 A
T(vg) = ek = g Y. v;
i=1 k—1 k—1 k—1
und = Ck ZUZ' = ZCiUi = Z(Ck — Ci)vi =0
k—1 k—1 i=1 i=1 i=1
T(op) = > T(vi) = 32 cv;
i=1 i=1 )
= c,—c=0 = Ck = Ci 4
1=1,....k—1 i=1,....k—1

Korollar 1: Seien dim(V) =n, T € Z(V,V)
Nehme an, dass T' n verschiedene Eigenwerte dy,...,d, in K hat.
Dann hat V' eine Basis D, bestehen aus Eigenvektoren von 7.
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Definition 5: Seien dim(V) =n, T € Z(V,V)
T ist diagonalisierbar (iiber K), falls V' eine Basis, bestehend aus Eigenvektoren
von T hat.

Bemerkung: Seien dim(V) =n, T € Z(V,V), di,...,d, verschiedene Eigenwerte und
a; Eigenvektor zum Eigenwert d;. Setze D := {ay,...,a,}.
Dann ist D eine Basis und

dy 0
T, = . diagonale Matrix.
0 d,

Korollar 2: Sei dim(V) =n, T € Z(V,V), d,...,d; verschiedene Eigenwerte.
Fiir alle i € {1,...,k} sei B; C Wy, B; linear unabhéngig.
k

Dann ist B := |J B; auch linear unabhéngig.

=1

4

Beweis: Sei L := {vy,...,v,} C B. Betrachte eine Linearkombination Z cj;.
Nun setze L; := LN B; und (x) «a;:= Y. cu;, falls L; # 0 =
(und «; := 0 per Konvention, falls L; :Ué)e)L]i)ann ist o € Wy,.
Also ist 0 = 'Zé:lcjvj = zk:lal- nur moglich, wenn o; =0, Vi=1,... k
iz iz

(sonst wiren die «; # 0 Eigenvektoren zu verschiedenen EW
und gleichzeitig linear abhéngig. Widerspruch zu Lemma 2 (§9) !)
Nun sind die v; in (x) linear unabhéngig, also ¢; =0 V j, wie behauptet.

Lemma 3: Sei dim(V) =n, T € Z(V,V), di,...d; dir verschiedenen Eigenwerte von 7.
Es gilt:

k
T ist diagonalisierbar < Z dim(Wy,) = n
j=1

Beweis:
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,=" Sei B eine Basis von Eigenvektoren. Setze B; := BN Wy,.

k k
Also ist B = ) Bj. Setze {; := |B;|, also n = |B| = > ¢;
=1 =1
Behauptung: ¢; = dim(Wy;,)

Es ist klar, dass ¢; < dim(Wy,). Ist {; < dim(Wy,), dann existiert 8 € Wy,
mit B] := B; U {A} linear unabhéngig.

Aber dann ist B’ = BU{f} = |J (B; U B}) linear unabhingig (Korollar 1

i
(§9))
und |B|=n+1 4 (unmoglich)
k
,<= Sei ) ~ (Wy,) = n und B; eine Basis fiir Wy, fiir jedes j =1,... k.
j=1
k

Setze B =|-J B;. Dann ist B linear unabhéngig (Korollar 1 (§9))

j=1
k k
und [B] = ) |B;| = > dim(Wy,) =n
j=1 j=1

Also ist B eine Basis fiir V' und besteht aus Eigenvektoren von T.
Also ist T diagonalisierbar.

Sei nun dim(V') =n, T € Z(V,V) diagonalisierbar, dy, ..., d; die verschiedenen
Eigenwerte von T, D eine Basis, bestehend aus Eigenvektoren

(und so geordnet, dass die ersten Basisvektoren Eigenvektoren zu d; sind, dy, usw. ...).
Dann ist

T]p =

k
wobei ¢; := dim(W;,) und damit ist CharPol(T) = [](z — d;)% (%)
=1
Umgekehrt: Ist CharPol(T) wie in (%) (mit d; # d; fir ¢ # j und ¢; = dim(Wy,),

k
dann ist 7" diagonalisierbar, weil ) dim(W,,) = n ist (siche Lemma 3 (§9)).

i=1

Wir haben bewiesen:
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Satz 2: Sei V' endlich-dimensional, T € Z(V, V).
Es gilt:
T ist diagonalisierbar gdw. CharPol(T") =

7

k
[T(z—dy)"
=1
ist

wobei die Vielfachheit ¢; der Nullstellen d; die dim(W,,)

Bemerkung: dim(Wy) wird auch ,,geometrische Vielfachheit* der NS d genannt.

Satz 3: Sei dim(V') endlich, 7" € .Z(V, V) und d Eigenwert von T mit Vielfachheit p.

Es gilt:
C:=dim(Wy) < p

Beweis: Sei {ay,...,a,} Basis von W,.
Ergénze diese zu einer Basis B = {«, ..., ap, apr1, ..., 0} von V.
Es ist:
B
A= [T]B =
0 C
Wir berechnen CharPol(A):
B ¢
det(zl — A) = det = (x —d)" det(z] — C)

0 xl —C

Also ist ¢ < p.

Die Matrizen A aus (i) und (ii) von Beispiel (§9) sind nicht diagonalisierbar.

Beispiel:
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5 —6 —6
(i) A=[-1 4 2 | €Matss(R)
3 —6 —4

CharPol(A) = (z — 1)(z — 2)* (wie in Beispiel (§9) (ii)!)

d =1
rang(A—1)#3,
4 -6 -6 weil (fl(fl) szfgular
A—1= —1 3 2 Es ist klar, dass
rang(A)>2
3 -6 =5 also ?aié(/%:[):2
dy =2
3 —6 —6
A-2I=[-1 2 2 | hatrang(A—2I)=1
3 —6 —6

Also dim(Wy,) = 1, dim(Wy,) = 2 und damit dim(Wy,) + dim(W,,) = 3
Also ist T diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Basis D von R3, sodass

T]p =

S O =
S NN O
N OO

§10. ANNIHILATOR IDEAL

Sei V ein K-Vektorraum und 7' € Z(V, V), p € K|z].

Proposition 1: Sei dim(V) = n.

Es gilt:
(1) A(T) :={p € K[z] | p(T) = 0} ist ein Ideal
(2) A(T) # {0}

Beweis:

(1) (p+a)(T) =p(T) +q(T)
(pg)(T) =p(T)q(T).
(2) Betrachte die Elemente I,T,72,...,T" € Z(V,V)
Da dim(Z(V,V)) = n?, sind diese Elemente notwendig linear abhéingig.
Also existieren cg, ...,z € K mit cgf + T + ...+ 2T = 0,
mit ¢; nicht alle gleich Null.
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Definition 1: Der(eindeutig bestimmte) normierte Erzeuger von A(7T)
ist das Minimalpolynom von T. (MinPol(7"))

Bemerkung 1:

(i) deg(MinPol(T")) < n?, wir werden aber eine bessere obere Schranke
bekommen.

(ii) p := MinPol(T) ist das normierte Polynom vom kleinsten Grad in A(T).
Ist also charakterisiert durch:

(1) p € Klz]
(2) p(T) =0
(3) degq < degp = q(T) #0

Definition 2: A € Mat,x,(K)
MinPol(A) ist der normierte Erzeuger von A(A) (analog definiert).

Bemerkung 2:
(1) Sei B Basis fiir V. Es gilt fiir f € K[z

f(Ds=f([T]s) (UB)

Also f(T) =0 f(A=0fir A= [T
(2) Also haben &hnliche Matrizen gleiche MinPol!

Satz 1: Sei V endlich, T' € Z(V, V) (oder A € Mat,,«,,(K))
Es gilt:

CharPol(T") und MinPol(7") haben dieselben Nullstellen (bis auf Vielfachheit)

Beweis: Sei p := MinPol(T"), c € K
z.z.: p(c) = 0 & ¢ Eigenwert von T
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=" plc)=0=p=(x—c)q, degq < degp, so q(T) #0
Wihle 3 € V mit d := ¢(T)(8) # 0. Bs gilt:

0 = p(T)(8) = (T — eN)g(T)(B) = (T - eI)(a).
Also a # 0 ist Eigenvektor zum Eigenwert c.

»<=" Umgekehrt sei T'(a) = ca, a # 0,0 € V,ce K.
Nun gilt also p(T)(a) = p(c)a (U.B.)
Da aber p(T') = 0 und « # 0 folgt p(c) = 0.

Proposition 2: Sei T diagonalisierbar.
Dann zerfillt MinPol(T) in verschiedene lineare Faktoren

(Wir werden spéter Primére Zerlegung anwenden, um die Umkehrung dieser Aussage
auch zu beweisen.)

Beweis: Sei T diagonalisierbar, ¢y, ..., ¢; € K die verschiedenen Eigenwerte, p :== MinPol(T")
Behauptung: p = (x —¢;1) ... (x — ¢)
Dies gilt, weil (T'— 1T ... (T — ¢xI)(a) = 0 fiir jeden Eigenvektor o
(weil « ist Eigenvektor zum Eigenwert ¢; fiir ein geeignetes ).
Da es eine Basis von Eigenvektoren gibt, ist p(T") = 0.

Beispiel: Nun berechnen wir MinPol fiir die Beispiele (i), (ii) und (iii)
Wir bezeichnen p := MinPol.

(iii) p = (x — 1)(x — 2), weil T diagonalisierbar (Proposition 2 (§10) anwenden)

(iv) T ist nicht diagonalisierbar, also kénnen wir Proposition 2 (§10) hier nicht
anwenden, aber Satz 1 (§10) konnen wir anwenden.
Da CharPol(T) = (z — 1)(z — 2)?, hat p die NS 1 und 2.
Wir probieren Polynome der Form (z — 1)*(z — Q)E, kE>1,0>1
(,priifen ob sie T annihilieren).

(x—1)(x—2):
2 1 -1 11 -1 2 0 -1
A-DA-2)=21 1|20 -1]=[2 0 -1] 20
2 2 -1 2 2 =2 4 0 -1

Also ist degp > 3.

Nun probieren wir (z — 1)*(z — 2) oder (x — 1)(x — 2)? und wir erhalten
(A—T1)(A—-2I)*=0.

Also ist hier CharPol(7") = MinPol(T").
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Der Satz von Cayley Hamilton wird uns helfen weniger ,priifen” zu miissen!

Satz von Cayley Hamilton: Sei V endlich-dimensional, T' € Z(V,V), f := CharPol(T).
Es gilt:

f(T) =0, d.h. das MinPol(T) teilt f.

Beweis: Seien K :=die Algebra der Polynome in T, B := {ay, ..., a,} Basis fiir V und
A:=[T|g, d.h. (ag) = > Ajiaj, V1<i<n.
j=1

Wir schreiben diese Glei_chung um als

=1
Sei B die n x n-Matrix mit Koeffizienten in der Algebra IC, definiert durch:

Bij = 51]T — AJZI
Beobachtung: det(B) = f(T), weil f(z) = det(x] — A)
———

und die Eintrage der Matrix (z1 — A);; = ;2 — Aj;.
Also (l’[ — A)IJ(T) = (5ij — Aﬂ.[ = Bij und somit gllt

F(T) = [det(a] — A)](T) = det [(x] — A)(T)] = det(B)

Wir wollen zeigen: f(T') = 0,
also zeigen wir: (det(B))(ay) =0 Vk=1,...,n.
Nun gelten fiir B;; und «a; per Definition:
(2) Bij(Oéj) = 0, 1 S 1 S n
=1

J

Setze B := adj(B). Aus (2) folgt Vk, Vi

n n
By E Bija; | =0= E ByiBijay,
=1 j=1
Wie summieren iiber ¢ und bekommen:

n n n n
0=> > BuBja; =Y (D BuBy) ()
i=1 j=1 j=1 i=1
—_———
kjter Koeffizient von BB

Nun ist BB = (det(B))I, also

j=1
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also

0= G (det(B))(ay) = (det(B))(ar)

O

Wichtige Bemerkung: | Sei Fy C F} eine Korpererweiterung (z.B. Q C R, R C C),

A S Matan(FO) g Matan(Fl)
Wir bezeichnen mit

CharPolg, (A) und MinPolg, (A)
beziehungsweise
CharPolf, (A) und MinPolg, (A)

die charakteristischen- bzw. Minimalpolynome von A jeweils als Element aus Mat,, ., (Fp)
und Mat,,«,(F1). Wir wollen zeigen, dass

(1) CharPolg,(A) = CharPolg, (A)
und

(2) MinPolg, (A) = MinPolg, (A)

Beweis:

(1) ist einfach, weil det(B)nur von Koeffizienten der Matrix B abhéngen.
(i) Wir untersuchen zunéchst die folgende Frage:

(2) Wie entscheiden wir fiir einen gegebenen Korper K und ein k& € N, ob es
ein Polynom p € K{z] gibt, mit degp = k und p(A) = 07
Wir 16sen ein Matrixgleichungssystem:

AF g A gl =0 (%)

(x) ist ein lineares Gleichungssystem mit n? Gleichungen in den Varia-
blen zg,...,xx_1. Jede Losung ag,...,a,_1 € K gibt es das Polynom
p(z) == 2F + 3 a;27 mit p € A(A)

=0
Wenn wir (x) (fiir die kleinste natiirliche Zahl k, wofiir e eine Losung gibt)

gelost haben, dann ist die Losung ag, . .., ar_1 eindeutig, weil sie uns die
eindeutig definierten Koeffizienten 1, ax_1, ..., ag von MinPol (A) liefert.
Wir folgern:

Sei k minimal, so dass (x) eine Losung in K hat, dann liefert diese Losung
das MinPol(A)

(ii) Sei B € Mat,,x,(Fy), Fy C Fy Kérpererweiterung, Y € FJ™*!
Betrachte BX =Y (S)

Hat (S) eine Losung in F7"*', dann hat (S) auch eine Losung in Fj!
(und umgekehrt natiirlich nicht!)
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Beweis: Dies gilt, weil die r.Z.S.F. (B|Y') (bzgl. F1) uns alles liefert bzgl.
Existenz und Losungen. Nun ist aber die r.Z.S.F. eindeutig!

Also ist sie gleich bzgl. Fj
O

Aus (i) und (ii) sehen wir, dass (x) eine Losung (ag, ..., ar_1) € F{ hat,
gdw. es eine Losung in F¥ hat. Die Eindeutigkeit des MinPoly, liefert
aukerdem, dass die Losung in F¥ (ay, . ..,a;_1) sein muss!

OJ

§11. TRIGONALISIERBARKEIT

Definition 1: T € Z(V,V) ist trigonalisierbar, falls es eine Basis B fiir V gibt, sodass

[T]5 eine obere Dreiecksmatrix ist. (d.h. a;; = 0 fiir ¢ > j)

Satz 1: V endlich-dimensional, T' € L(V, V)
Es gilt:

T ist trigonalisierbar < CharPol(T") zerféllt iiber K in Linearfaktoren

(d.h. CharPol(T) = (x — ¢1)™ ... (z — ¢x)™ mit ¢; € K)

Beweis: ,=* Klar, weil [T]z = A ist obere Dreiecksmatrix, also ist det(z/ — A) ein
Produkt der Form [](z — ay;).

=1

»<=* Wir werden per Induktion eine Basis B = {«y, ..., «,} aufbauen, in der [T]5
obere Dreiecksmatrix ist. Da T wenigstens einen Eigenwert hat, hat T auch
einen Eigenvektor zum Eigenwert ¢; € K. Sei a # 0 solch ein Eigenvektor
und ergénze zu einer Basis {«, s, ..., 5, } fiir V.

(so geordnet, dass « der erste Vektor davon ist)
Betrachte die Matrixdarstellung von T diesbeziiglich:

Ci| Q12 ... QAip
0 A99 ... QA9p

I'e 1\Ia‘t(nfl)><(n/fl) ([{)
0 Apo ... Qpn
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Sei G € Z(V,V), wobei W = span{fs....,,} definiert durch Gw := I'w.
Wir sehen also, dass CharPol(T") = (x — ¢;)CharPol(G).

Da CharPol(T") Produkt von Linearfaktoren ist, so auch CharPol(G).

Die L.A. liefert eine Basis {a, ..., ay,,} beziiglich der G eine obere
Dreiecksmatrixdarstellung hat:

cl|a12 AT

Setze vy := v und setze B := {ay, ag, ..., .}

§12. INVARIANTE UNTERRAUME

Definition 1: W C V Unterraum, T' € Z(V, V). W ist T-invariant, falls T(W) C W

Beispiel:
(0) {0} und V sind T-invariant.

(1) D Ableitungsoperator auf V' = K]|x].
W Unterraum der Polynome mit deg < n ist D-invariant.

(2) Sei U € Z(V,V) mit TU = UT, dann sind
(i) W:=Im(U) und (ii) N := ker(U) T-invariant.

Beweis:
(i) Sei a =U(B), a € Im(U), T(a) =T(U(B)) = U(T(B)) € Im(U)
(

(i) ae N, UT () =T(U(a))=T(0) =0
= T(a) e N

(3) W C V T-invariant = W g(7T)-invariant fiir g € K|[z]. (U.A)

(4) Fir g € K[z|, U := g(T) gilt g(T)T = Tg(T).
Insbesondere fiir U := ¢I — T, also ist ker(T" — ¢/) T-invariant.
Eigenraum zum Eigenwert c ist T-invariant.
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—1
(5) A— ((1) . ) € Mats,a(R).
Wir behaupten nun: Nur {0} und V = R? sind T-invariant (fiir 7 = T4)
Sei W #V, W # {0} T-invariant,
M
es gelte aber dann, dass dim(W) =1
Sei aw # 0, o € W, {a} ist eine Basis und damit ein Eigenvektor.
A hat aber keine reellen Eigenwerte.

Der Operator T|w := Tw

Sei W T-invariant, dann ist Ty € Z (W, W).

Matrixdarstellung von Ty :

Sei V endlich-dimensional, W C V| dim(W) = r T-invariant,

B ={ay,...,qa.} Basis fiir W erginze zu B = {a,..., ., @41, ..., q,} Basis fir V.
Betrachte A := [A]g, wir haben die Gleichungen

n
Taj = E Aijai
i=1

W T-invariant = T, € W fiir j <.
Also T'(aj) = > Aja fiir j <r, d.h. A;; =0 fiir j <rundi>r.
i=1

Also sieht A so aus:

wobeli Br xr

S O B R

Es ist dariiber hinaus klar, dass B = [Tw|s.

Lemma 1: Sei V K-Vektorraum, dim(V') < oo, T € Z(V,V), W C V T-invariant,
also Tyy € Z(W,W). Es gelten:

(i) CharPol(Tw ) teilt CharPol(T')

(ii) MinPol(Ty) teilt MinPol(T).

Beweis:

(i) ist klar, weil

e

und somit ist det(x] — A) = det(z! — B) det(x] — D).
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(ii) Betrachte, dass
A — Bk ¢, wobei C}, ist
0 D* rx(n—r)
Also jedes Polynom, das A annihiliert, annihiliert damit auch B.
Also MinPol(B) teilt MinPol(A)

Erinnerung: (Quotientenraum und direkte Summen aus L.A. I

(1) Sei W C V Unterraum:
VIW = {o/ +W | a eV}

mit
cla+W)=ca+Wfirce K
und
(ca+W)+ (B+W)=(ca+ )+ W fira,f € V.
Bezeichnung: o + W =@
(2) Kanonischer Homomorphismus:

ist surjektiv mit kerm = W.

(3) Isomorphiesatz:
Sei ¢ : V. — U Homomorphismus von K-Vektorrdumen.
Es gilt:

V/ ker ¢ ~ Imep

(4) Wy, Wy C V' Unterrdume

V = W) @ W, (direkte Summe),
falls V.= W; + W5 und Wy N W, = {0}.

D.h. Va € V I w; € Wi und wy € W, sodass a = wy + wo.

Projektion Homomorphismus:

™o W1 D W2 H'>VV2
w1 + Wa ’———>7T(’LU1 + wg) = Wo
ist surjektiv mit ker m = W7.

Also gilt:
W1eWa/w ~ ;.
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(5) Die Abbildung
T:V/iw—=V/w
fir W C V' T-invariant, wobei 7' € Z(V, V) wird definiert durch:

T@) =T(a+W):=T(a)+W =T(a)

Sie ist wohldefiniert, d.h.
ar+W=a4+W=T(a;) + W =T(cwo) + W, weil a1 —ap € W
= T(Ckl — 042) eWw = T(Oél) — T(az) eWw = T(Oq) + W = T(CYQ) + W
Die Abbildung ist auch linear (U.A.).

Aso T ez (Viw,V/w)

Satz 1: Sei V' endlich-dimensional, W CV, T' € Z(V,V) und W T-invariant.
Sei B’ eine Basis fiir W. Ergénze diese zu einer Basis B = B’ U B” von V.
Es gilt:
B C’) wobei B = [Ty|g
und D = [T |z

(B :={a|aecB"})

Fiir den Beweis brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 2: Sei V endlich-dimensional

1) Sei W C W Unterraum, B’ C W Basis fiir W, B’ U B” ergénzte Basis fiir V,
(1) g
dann ist B” eine Basis fiir V/W

(2) Umgekehrt sein {@,;1,...,@,} eine Basis fiir V/W, dann ist
B'U{aq1,...,q,} Basis fiir V.

Beweis: U.A. 0J
Beweis: (zu Satz 1 (§12))
Setze r := dim(W), Bist r x r, also ist B={ay,...,Q, Qpp1, ..., qn}.

e Die Aussage iiber B ist hier bereits bewiesen worden.

e Wir analysieren die (n —r) x (n — r)-Matrix D.
Die Matrix A = [Tz ist durch die folgende Gleichung definiert:

(*) T(Ckl) = Z AjiCYj 1 < 1 <n
j=1
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B [T(cvs1)]g| - | [T(ow)]s
A= X T
B={ay,...,0p,qp_1,...,0p}
Bl=r  |B/=(n-1)
ﬁ :{5r+1, ‘e ,En}
—— ——
87 =(nr)
A1(ry1) A
B :

A— A7‘(r+1) Arn
Apsye+n| - | Apsn
An(r-l—l) Ann

oder

(xx) T(ay) :ZAjiaj + Z Ajio; und damit ist:
1<i<n : .
== J=1 j=r+1

N——
ew

T(oj) =) Ajog =T(a;) firr+1<i<n
j=1

Korollar 1: CharPol(T") = (CharPol(Tw ))(CharPol(T"))

(Fiir MinPol(T') siehe U.B. 8 Aufgabe 8.2)

Korollar 2: T ist trigonalisierbar gdw. CharPol iiber K in Linearfaktoren zerfillt.
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Bemerkung: Wir haben schon diese Tatsache schon bewiesen. Hier geben wir kurz einen
zweiten Beweis (mit Ty und 7).

Beweis:
»,=" Wie im 1. Beweis (§11).

»,<=" Per Induktion (nach dim V)
(Wir wollen eine Basis B fiir V, sodass die Matrixdarstellung von T eine
Dreiecksmatrix ist.)
Induktionsanfang: n = 1 ist trivial.
Induktionsannahme: gilt fiir n — 1
Sei ¢; ein Eigenwert von T und «; # 0 ein Eigenvektor dazu.
Setze W := {cay | ¢ € K}. Es ist klar, dass W T-invariant.
Betrachte V/W und T € & (V/W, V/W) Nun ist dim <V/W> =(n—-1).
Wir haben:
(f)  CharPol(T) = (CharPol(Ty))(CharPol(T)).
Tw € ZW, W), und Ty (a) = o Yae W
(Weil T(«0) = T)ca) = cT(a1) = ccron = creay)
Also ist Ay = [Twl{a,} = [c1] und det(axf — Aw) =det(z-1—¢) = (x — 1)

Also mit (f) bekommen wir CharPol(T') = (z — ¢;)CharPol(T).

Wir sehen also, dass auch CharPol(T) in ein Produkt von linearen Faktoren
iiber K zerfdllt. Die Induktionsannahme liefert nun eine Basis f,,..., 3, von

V/ W wofiir die Matrixdarstellung von T eine obere Dreiecksmatrix ist.

Setze B = {(Xl,ﬂQ c. ,ﬂn}

Nun betrachten wir diese Aussage fiir MinPol(7"):

Korollar 3: Sei V endlich-dimensional, '€ Z(V, V).
T ist trigonalisierbar gdw. MinPol(7T') iiber K in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis:
Wir zeigen: CharPol(T) zerfillt in Linearfaktoren iiber K
gdw.
MinPol(T) zerfillt in Linearfaktoren iiber K.

»,=" MinPol(T) teilt CharPol(T). Da lineare Faktoren irreduzibel sind, folgt aus
der Eindeutigkeit der Primfaktorisierung in K[x], dass auch MinPol(T)
Produkt von linearen Faktoren ist.

k
»<=" Sei MinPol(T") = [[(z — ¢;)"". MinPol(T) teilt CharPol(T) und beide
i=1
Polynome haben dieselben NS in K (und in jeder Kérpererweiterung).
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Also CharPol(T)=MinPol(T)q(z), ¢(z) € K|z]. Nun ist ¢(z) reduzibel in
einer algebraisch abgeschlossenen Korpererweiterung C' O K und zerfillt in
das Produkt

¢

q(x) = H(x —d;) iiber C.

i=1

Wir behaupten, dass d; bereits in K liegen und d; = ¢; fiir geeignetes <.

Dies gilt weil d; sonst eine NS von MinPol(7") wire mit d; € C/K
(d.h. d; € C aber d; ¢ K). Dies ist aber unmdglich, da MinPol(T") bereits
alle seine NS in K hat.

§13. DIREKTE SUMMEN

Lemma 1: Sei V ein K-Vektorraum, W7, ..., Wg Unterrdume. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

(i) Wh,...,Wg sind unabhéngig, d.h.:

k
 a=0(mity €W, 1<i<k)=a;=0,Vi=1,.. k

i=1

k
(iii) Ist B; Basis fiir W, so ist B = |J B; Basis fiir V.

=1

Notation: Wir schreiben
Vle,...,Wk,

wenn V nur die Summe der W;’s ist und
V:I/Vl@@wk,

falls V.= Wj + ... + W}, und eine der Bedingungen (i),(ii) oder (iii) gilt.
In dem Fall heiflst V die direkte Summe der W;’s

\_ /
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Satz 1: (Primzerlegung von V beziiglich T)
Sei V K-Vektorraum, dimV < oo, T € Z(V, V), MinPol(T) = p = p}* ... p}*
(wobei p; verschiedene normierte, irreduzible Polynome in Kz und r; € N)
die Primfaktorisierung in K[z] in p.
Setze W; :=kerp;(T)", 1 <i < k.
Es gilt:

D V=ma.. cw
(ii) MinPol(T|w,) =p;* fiir 1 <i <k

Wir beweisen den Fall £ = 2. Der allgemeine Fall folgt per Induktion nach k.

Proposition 1:
Sei dimV < oo, T' € Z(V, V), MinPol(T") = m = myms mit ggT(my, ms) = 1.
Setze V; := kerm;(T), i =1, 2.
Es gilt:

V =V, ® V, und MinPol (T/Vi> —my, i =1,2

Beweis: Da my, my relativprim sind, existieren ¢, ¢ € K[z] mit 1 = myq; + mag,
also I = ax(T)qr(T) + ma(T)as(T) (%)
Behauptung: Vi = I,mo(T) und V5 = 1,,m(T).
Beweis: 0 = m(T) = my(T)my(T) also L,mo(T) C ker my(T).

MinPol

Umgekehrt sei v € kermy(T"), mit (x) gilt:

v = g1 (T)m(T)(v) + ma(T)ae(T) ()

J/

-~
=0

€Im(ma(T))

Wir zeigen: V =V, @V,
1.Summe: v € V, mit (%) gilt:

v =my(T)q(T)v+my(T)ga(T)v

€Im(m(T)) €Im(mo(T))

2. Direkt: Sei v € V3 N Vo, mit (x) gilt:

v = a(D)m(T)(0) + g (D)ma(1)(v)

vV v
=0, weil veVy =0 weil veVs
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Sei nun m; = MinPol(T'y;), i = 1,2.
Da v; = kerm;(T) ist es klar, dass m;(7T'|,,) =0, i = 1,2,
also Tﬁllmg, Tﬁ2|m2 und (**)

Behauptung: my, ms annihiliert T.

Beweis: Berechne

ml(T)?’fLQ(T)(UQ + Ul) :ml(T) [TFLQ(T)(UQ) + TfLQ(T)(Ul)] , U1 € ‘/2, V1 € ‘/2

=1 (T)(0 + ma(T') (v1))
—_———
eV weil
mo(T)-invariant ist
=0
O
Da mymsy T annihiliert, folgt:
(***) mimeo = m|TT~L1W~L2.
Da myq, ms relativprim folgt nun aus (xx) und (x x x), dass m; = m;, i = 1, 2.
d

Sonderfall: p; ist linear und p = (z —¢1) ... (r —¢) mit ¢; # ¢, fiir 1 <i#j <k
Hier ist W; = ker(T' — ¢;I) =Eigenraum zum Eigenwert ¢;.

So besagt der Primzerlegungssatz: V =W, & ... & Wy, also hat V eine Basis aus
Eigenvektoren, und damit ist T diagonalisierbar.

Wir haben damit die Umkehrung (von Proposition 2 (§11)) gezeigt.

Wir haben nun also bewiesen:

Satz 2: (Diagonalisierbarkeitskriterium fiir MinPol)

T ist diagonalisierbar < MinPol(T") zerfillt in verschiedene

Linearfaktoren iiber K |x]
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§14. JORDANKETTEN

Definition 1: Sei T': V — V linear, ¢ Eigenwert, v; # 0, vo,...,v, € V

(v1,...,v.) heifst Jordankette der Linge ¢ zum Eigenwert ¢, wenn
(T —cl)(v) =0, (v; Eigenvektor zu c)
und

(T—CI)(UZ) =Vi—1, 1227,€

Lemma 1: Sei (vq,...,v,) Jordankette. Es gilt fiir W = span{vy, ..., v}
(i) B = {vi,...,ve} ist eine Basis fir W
(ii) W ist T-invariant

c 1 0
Jordanzelle der
(iii) [T|w]s = - =: Jy(c) = Dimension ¢ zum
o1 Eigenwert ¢
0 c
Ixe

(iv) W C V, Unterraum W' C V, W' ist Komplement von W in V, falls

V=weaeW

Bemerkung: (i) Komplemente existieren, sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

(i) Sei W C V Unterraum, vj,...,v! € V linear unabhiingig, sodass
span{vi,...,vl} N W = {0}
Dann kann man {v],...,v!} zu einer Basis von Komplementen von W in V
erganzen.

Satz 1: (Jordan-Normalform)
Sei V K-Vektorraum, dim V' < 0o, T € Z(V, V), sei MinPol(T') = (x — ¢)", c € K.
Dann hat V eine Basis aus Jordankistchen zum Eigenwert c. Die lingsten Ketten
haben Lange r, die Anzahl der Ketten in jeder Lange ist eindeutig bestimmt.
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Beweis:
Behauptung: Seien v!, ... v® € ker(T — cI)’ linear unabhéngig
und span{v!, ... v*} Nker(T — cI)~! = {0}
dann gilt: ~ W':= (T —cl)v',... , W* := (T — cl)v® € ker(T — c¢I)’~! sind
linear unabhingig und span{w',... w*} Nker(T — cI)?=2? = {0}.

Beweis: - ‘ '
0= (Z—cl)v' = (T —cl) (T —cl)v'
H—/

also W' € ker(T — cI)’~.
Sei nun Y c;w' = 0 (mit ¢; # 0 fiir ein 1), so Y. ¢;(T — cl)v' =0,
= i=1

=1
so (T —cl) Y. cvt = 0.
i=1
Also:

Z civ' € ker(T—cl)?™) weil (T—c[)j’l(z civ') = (T—cl) 2 (T — C[)(Z civ') = 0.
i=1

=1 =1
N 2
~~

=0

Also ist:

Z civ' € spanfv, ..., v} Nker(T — cI)’™!

=1

Also ist Y ¢;v; = 0 mit ¢; # 0 fiir ein ¢ 4 da {vy,...,vs} linear unabhéngig.
i—1

(]

S
Betrachte nun ) ¢;w", sodass
i=1

S

(T — cI)j_l(Z cw') =0,

i=1
dann ist

(T — c[)jfl(z civ') =0,

so > vt =0 und damit (T — cI)(>_ cv') = 0, also
= i=1

=1

s

Z ci(T — cI)v'00 = Zs: ciw’
i=1

=1

Wir bauen nun Jordanketten folgendermafsen:
(Betrachte, dass ker(T'—¢l) C ... Cker(T —cl)" = V)
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Betrachte:
N, = V=V @ ker(T — c[’)“1
dimker(7 — ¢I)" sei
—dimker(T — cI)"* {vf,..., 0™} Basis fiir V.
setze v}_y == (T —cl)v}, ... ;00 = (T —cl)v™ € ker(T — cI)" 1.

Betrachte nun ker(T — cI)™ ' = V,_; @ ker(T — cI)" 2
erginze zu einer Basis vom Komplement von ker(T — ¢I)"~? in ker(T,I) '

1 n ny+1 Ny +Np—1
{V,_1, 00 om0

Also n,_; = dimker(T — ¢I)"™' — dimker(T — cI)"2 — n,..
Wir verfahren so weiter. Im letzten Schritt bekommen wir:

1 _ 1 Nyp+...+no __ Ny—+...4n2
v; = (T —cl)vg, ..., 07" = (T —cl)vy"
welches wir zu einer Basis von ker(7" — ¢I) ergéinzen:
Ny+...,n2 Ny+...4+no+1 Ny+...4+n2+n1

1
U17-¢¢7/l)1 ’Ul 7...7/1}1

Hierbei ist die Gestalt der Gesamtbasis fiir V die wie erhalten:

1 n
Upyoo, UOF
1 n ne+1 Np+nr—1
S e N O T O O
1 n ne+1 Ny +Nr— 1 Ne+...+no+1 Ny+...4+ns+nq
Vi, 07, LD N e,
n, : Jordankette n,_;: Jordankette ,..., ny : Jordankette
der Lange r der Lange r — 1 der Lange 1

Bemerkung: Die Matrixdarstellung in der Basis der Jordanketten ist:

Jl (C)
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Korollar 1: Sei V K-Vektorraum, dimV < oo, T € Z(V, V).
Falls MinPol(T") (oder CharPol(7")) iiber K in Linearfaktoren zerfllt,
dann hat V eine Basis von Jordanketten zu den verschiedenen Eigenwerten.
Die Anzahl der Jordanketten in jeder Linge ist eindeutig bestimmt.

Beweis: MinPol(T') = (x —¢1)™ ... (x — ¢cx)™.
Mit dem Primzerlegungssatz folgt:
V=W &...® W, mit W; invariant und MinPol(T'|w,) = (z — ¢;)".
Die Jordan-Normalform liefert Basen B, von Jordanketten fiir 7’|y, und jedem c;.

k
Setze B = |J B., (die geordnete Basis). O
i=1

k
Bemerkung: Sei V =W; & ... ® Wy, W; T-invariant, B;=Basis fir W;, B = |J B,,
i=1

(die geordnete Basis).
Es gilt:

wobei A; = [T

Wz]Bz

Korollar 2: Sei K algebraisch abgeschlossen, V K-Vektorraum, 7' € Z(V, V).
Es gibt eine Basis B von V, sodass

A, 0
0 A,
wobei ¢y, ..., ¢ die Eigenwerte von T sind und A, wie in der Bemerkung (§14) auf
Seite 62 beschrieben.

Sei K =R, oder C und V ein K-Vektorraum mit (z|y) € K.
Bemerkung: (z|z) = (z|x), also ist (z|x) € R.

Erinnerung:

@© Lucas HEITELE



64

§14 Jordanketten

Definition 2: Ein inneres Produkt auf V ist eine Abbildung

VxV —K
(2,y) —(z]y),
sodass
(1) (z]y) = (y[x)

(2) (11 + ez |y) = cr(z1|y) + cal@2 | y)
(3) (x]x) >0und (z]|x)=0<2=0

-
Notation: (x| z) = ||z]]* und ||z| := +/(x|z) (Norm von z)
-

Bemerkung:
(i) Es gilt:

|lcz|| = |c|||z|| fiir c € K,z € V.

(i) (2) (z|cay + cye) = (T1y1 + 2y | 7)
=ci1(y1|z) + ca(y2 | 7) = C1(y1 | 7) + & (y2 [ )
=c1(x | y1) + (x| y2)

Terminologie:

K =R: V heifst Euklidischer Raum und das innere Produkt
(| ) heifst symmetrisch bilineare, positiv definite Form.

K =C: V heilt Hermitescher Raum /Unitarraum und das
innere Produkt ( | ) heifit Hermitesch symmetrische (1),

konjugiert bilineare (2) und (2’) positiv definite Form (3).

Beispiel: Auf V = K™ das Standard Innere Produkt:
r= (1, sn)s Y= M1, 0n)

(z]y) = Z&‘m
i=1
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Definition 3:
(i) x,y sind orthogonal, falls (z|y) = 0 (&quivalent: (y|x) = 0).
(ii) Wy, Wy C V sind orthogonal, falls (z|y) =0, Vo € Wy, Yy € W,
(iii) S C V ist orthonormal, falls

(x|y) =0 wenn z # vy
(x|y)=1wenn z =y

Also S = {xy,...,x,} ist orthonormal, falls
(] z;) = 05

(iv) S orthonormal ist vollstéindig, falls S maximal (bzgl. Inklusion) mit der
Eigenschaft ,orthonormal“ ist.

Bemerkung:

(i) S orthonormal = S linear unabhingig.

n n n
Beweis: > cr; =0 = 0= (Z CiTi | %‘) => ¢ (zilz;) = ¢
= i=1 i=1

=1

(i) dimV =n = |S| < n fir S orthonormal.
In diesem Fall:

Definition 4: orthog. dim (V') := max{|S| | S orthonormal}

Bemerkung: orthog. dim(V') < dim(V)

Notation: St:={zeV| (z]s)=0, Vs € S}

Bemerkung:
(i) S* ist Unterraum.

Beweis: Seien z1,79 € S*, c € K

0=(0]y) = {0} C S+, (w; +caa|s) = (v1]5)+c(x2]5) =0+0=0
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(i) S C (SH)L =5t

(iii) span(S) C S++

Definition 5: Fiir W C V Unterraum, ist W+ := orthogonales Komplement

Satz 2: (Bessel’s Ungleichung)
Sei S = {x1,...,x,} orthonormal, z € V. Setze ¢; := (x| x;).
Es gilt:
(0 2 lel® < l)?

(2

(ii) ' :=x — > ¢, ist orthogonal zu z; (j =1,...,n).
i=1

Beweis:

n n n

Il
T
cl

|
O
0
s

|
o)
0
8

+
S
Qﬁ
0
0}
<

i=1 i=1 i,j=1
n n n
:HxH2 = chc_i - Zc_ici + chcZ
i=1 i=1 i=1
n
=lll> = fel?
i=1

Damit ist (i) bewiesen.

(@ |2) = (x| ;) = > cilwi| ;) = ¢j —¢; = 0.

)

Damit ist (ii) bewiesen.
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Satz 3: (Char. von Vollsténdigkeit)
Sei S = {z1,...,x,} orthonormal.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) S ist vollstindig.

(ii) Aus (z|x;) =0, Vi=1,...,n folgt: z = 0.
(iii) span(S)=V.
(iv) Ve eV 1 o= (z|x;) x;

%

(V) Yoy eV i (@ly) = 2L (w]) (z:]y).

(vi) Ve e Vo [l = ZI(II%)I :

Beweis:

()=(ii) = # 0 setze xn1 = rp, dann ist {1, ..., @n, Zp41} orthonormal.
(@41 [ %) = 0 und (wnp1 | 2041) = o (2| 2) = 1]

(ii)=-(iii) Seix € V, = ¢ span(S), dannist ' =z — Y (x| z;) z; # 0 und (Satz 1 (§14))
i=1
ist zu jedem z; orthogonal. 4

(ili)=(iv) Seiz € V, z = > ¢y, also
i=1

(wlay) = eilxilz) =¢

=1

(iv)=(v)

<Z<x1xi>xir Z@\xm) =3 (@l Wl wilag) = 3 (ol w) (i)

(9)=(vi) ) )
(@) = (o) (o] 2) = 3 (o) ) = Z| (w2

(vi)=(i) Seixz ¢ S. Wenn S U {z} orthonormal, dann gilt:

]| = Z\ vlz) [F=0=(x|z) #1

Widerspruch!
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Satz 4: (Schwarz)

[ ly) | < llllly]

Beweis: y = 0 klar. Also sei nun y # 0, y; := ”z—” ist orthonormal und Bessel impliziert:

[ @ ly) P < =l

also Hy1H2| (z|y)[* < ||z]?

= [ (@[y) [* < [l=[I* ]

U
Definition 6: Sz, y) = ||z —yl
Proposition 1:
(1) 0(z,y) = d(y, x)
(iii) 6(x,y) <é(x,z) +0(z,y) (A-Ungleichung)
iv) 6(z,y) = o(

Beweis:

(iii) (Dreiecksungleichung fiir Normen und Distanz)

Iz 4yl =@+ yla+y) = ) + (@]9) + (g]2) + ol
el + (& 1) + T T9) + Igll> = Il + 2Re (] 9) + g
<yl + 21 e 1) |+ Il < [yl + 2yl +

=(ll=[l + lyI)*.
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Ein inneres Produkt definiert also auch eine Norm:

Definition 7: Sei K=R,C und V ein K-Vektorraum

v — ||z

ist eine Norm, falls:
(i) 2=0« [z =0
(i) flex]] = [c]]l=|

(i) [lz = yll < fl=[l + ll]

Satz 5: (Gram-Schmidt)
Sei V ein n-dimensionaler innerer Produkt K-Vektorraum.
Dann hat V eine Basis, besehend aus einer orthonormalen (vollstdndigen) Menge.

Definition 8: Sei S eine Basis, S orthonormal, S heifst orthonormale Basis.

Beweis: Sei x = {z1,...,z,} eine Basis. Wir werden eine orthonormale Basis
J ={yi1,...,yn} per Induktion finden:
LAnf: n=1, x; # 0. Setze y; := ”z—i”
[.A.: Seien yi, ..., y, schon definiert, sodass {y1,...,y,} orthonormal und
y; € span{xy,...,x;} flirj=1,... 7
[.S.: Betrachte: .
(%) 2= Tpyy — Zciyi7 ¢ € K

i=1

Berechne:
(z]yj) = (xppa |y;) —¢; fur j=1,...,r

Nun setze ¢; := (2,41 |y;). Mit dieser Wahlin (%) : (z]y;) =0, Vj=1,...,r und

Z € span{x,4 1,41, .-, Y-} C span{z,41,21,...,2,}, 2 # 0, da z1,..., 2,4 linear
unabhéngig und der Koeffizient in (x) von x,,1 ist nicht Null.
Setze nun y,41 1= = O

121
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Satz 6: Sei W Unterraum. Es gilt:
1) V=waewt
(2) WH=w

Beweis:

(1) Sei x ={z1,...,x,} eine orthonormale Basis fiir W und z € V.
Schreibe

Wsux:.= Zcixi, wobei ¢; = (z|x;)
i=1
Bessel liefert nun: y := z — x ist orthogonal zu x; und damit zu W, d.h.
yeWtalsoz=a+y, xe€W, yec Wt
Es gilt ferner, dass W N W+ = {0} (weil (z|2) =0& 2 =0).
(2) z=a+y, also (z|z) = [[z[]* + (y|z) = [[z]|*. Analog: (z|y) = [|y||*.
Wenn z € Wt dann (z]y) = 0= ||y||* und somit z =z € W

§15. LINEARE FUNKTIONALE

Satz 1: (Riesz-Darstellung)
Sei V endlich-dimensionaler innerer Produkt-K-Vektorraum. Sei f € V*, Iz € V
mit:

(1) fx)=(z|y), Vo eV

Beweis:
Existenz: f=0=y=0V
Sei f#0, W:=ker(f) SV, W+ #£{0}.
Sei yo # 0, yo € WL, & ||yo|| = 1. Setze y := f(y0)vo.

Beobachte: L
(o 19) = (101 FTwo)o) = F(30) (30 | 90) = F(z0)
so ist (1) ist erfiillt.

z = Ayo = f(Ayo) = Af(yo) = A(woly) = (Ao ly) v
v eW = (z]y) = (217wl ) = F) (v y) =0 = f(&) v
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Sei nun x € V. Schreibe:

f(z)
f (o)

Berechne f(xo) = f(x) — Jf((;)))f(yo) =0,s0 29 € W und

T = 2o+ Ayp mit \ :=

und zg :=x — \yo

f(x) = f(xo) + f(Ayo) = ipwoy + (Ao | y) = (zo + Ao |y) = (x]y) . vV

Eindeutigkeit: Seien y1,yo € V mit (z|y1) = (z|y2), Vo € V.
Dann ist (z|y; — y2) = 0, Vo € V| insbesondere fiir 2 := (y; — y2) bekommen wir:
lyr = y2ll* = 0, s0 y1 — y2 = 0.

O

Satz 2: Die Abbildung
p:V—V
f—y
erfiillt

(i) p(fr + f2) = p(f1) + p(f2)
(ii) p ist surjektiv
(iii) p ist injektiv
aber

(iv) p(cf) =2p(f) Ve € K
d.h. p ist konjugierter Isomorphismus.

Beweis:
(ii) y € V, betrachte f(x =: (z|y), f € V*und p(f) =y.
(ili) f(z) = (z]0)=0,Ve eV = f=0

(iv) z:=plef), y = p(f). Zeige: z :=7cy, d.h. Ve e V : (¢f)(x) = (2] 2)
Berechne:

(cf)(@) = cf(x) =z (x]y) = (z|ey).

Folgerungen:
L (fi] f2) == (p(f2) | p(f1)) definiert ein Inneres Produkt auf V*.
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II. Sei x ={z1,...,x,} Basis fiir V, dann existiert J = {y1,...,yn}
Basis fiir V mit (z;|y;) = d;;.
III. W C V* wird ersetzt durch W+ C V
IV. Sei T € Z(V,V). Definiere T* durch (Tz |y) := (x| T*y), Yz € V.
[d.h. T*(y) =z gdw. Ve € V : (z|2) = (Tz|y)]
Es gilt: T* € Z(V, V). T* ist die transponiert, Konjugierte (adjungierte).
Eigenschaften der transponiert Konjugierten:
(i) (eT)* =eT*
(ii) Sei [T, := A und J die Basis wie in II.
Es gilt: L
[T*]; = AT = A*

[d.h. der ij* Koeffizient von A* ist aj;, wobei a;; der 75 Koeffizient von A ist.]

(iii) det(A*) = det(A)
(iv) Die Eigenwerte von A* sind die konjugierte der Eigenwerte von A.

Die Folgerungen I.,I1.,II1.,IV. werden im U.B. 11 ausgearbeitet.

§16. BEZIEHUNG ZUM BIDUAL

Erinnerung:
Yo € Vi—L,, € V**
Lyy (f) == (o) Vfev”
und
AV — V™
Yo — Ly,

ist ein (kanonischer) Isomorphismus.
Vergleiche mit:

oV —=V v VE— Y
Yo — Yo und Yo Yo"
Yo(z) = (x| yo), v (y") = (" | v5) ,
Vo eV Vy* eV*
Also
AV =V
Yo '—>Ly0
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mit
Ly, (y") =" (o) fiir y* € V" (%)
einerseits und andererseits:
vty
705
Yo —Yp"
Behauptung: L,, = y3*.
Es geniigt zu zeigen, dass y§* (%) erfiillt.
Wir berechnen:
vo' = W lye) = (woly) = v (wo)-
O
§17. HERMITESCHE OPERATOREN
Definition 1:
(i) T € Z(V,V) ist hermitesch (oder selbstadjungiert), falls
T=T"dh (Tz|y)=(z|Ty), Ve,y eV
(ii) K =R, T'=T*, T heilt auch reell symmetrisch.
(iii) K =C, T = T* heift auch komplex hermitesch.
MATRIXDARSTELLUNGEN VON HERMITESCHEN OPERATOREN
Sei x orthonormale Basis, J = x (x ist selbst dual, siehe U.B. 11).
Also T' = T* impliziert: A ist hermitesch, wobei
A=[T], =[T",=[T"],= AT = A*
Das heifit: a;; = aj; (A ist komplex hermitesch), und im reellen Fall a;; = aj;, d.h.

A= A" (A ist symmetrisch).
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Bemerkungen:

(i) Umgekehrt sei A hermitesch und chi = {1, ...,x,} orthogonale Basis fiir V.

Definiere:
n €1

En
Dann ist T hermitesch.
(ii) 71,75 hermitesch = T + T5 hermitesch.
(iii) T # 0 hermitesch, d ¢ k, d # 0, dann ist dT" hermitesch gdw. d € R.

(iv) T invertierbar und hermitesch gdw. 7! hermitesch.

Satz 1: Seien 77, T hermitesch. Es gilt:

TQ, T2 ist hermitesch, gdW T1T2 = T2T1.

Beweis:

T =11 < (TlTQ)* = (TQTl)* ~ T;Tl* = TI*T; < 15T = T1Ts.

Satz 2:
(i) Sei T} hermitesch, dann ist 7577, hermitesch.

(ii) Umgekehrt ist 75 hermitesch und 75 invertierbar, dann ist 7; hermitesch.

Beweis:

®)
(Tz*TlTQ)* - Tz*Tl*Tz** - T;TlTQ

(i)
T2*T1T2 = <T§T1T2>* = TQ*Tl *TQ
Multiplizieren links mit (73)~' und rechts mit 75, ' ergibt Ty = T7.
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Definition 2: 7' € Z(V, V) ist schiefsymmetrisch, falls 7% = —T..
[fiir K = C heift es ,komplex schief-hermitesch®,
fiir K = R heift es ,schief-symmetrisch”]

§18. KARTESISCHE ZERLEGUNG EINES OPERATORS

Sei T' € Z(V,V), schreibe T'= T + T5, wobei
T+T* T-T~
= 5 und 13 := 5

Berechne 17 =T und T35 = —T5, also ist 7} hermitesch und 75 schief-hermitesch.

Tli

Ferner: T5 schief-hermitesch und K = C < T, = iT3 mit T35 komplex hermitesch.
Also T = T1 + 1T3

Satz 1: Sei T' € £ hermitesch. Es gilt:

(Tx|x) eR, Ve eV

und alle Eigenwerte von T sind reell.

Beweis:

(Tw|z) = (x| T(x)) = (Tz|z)
Sei nun Tz = cx mit x # 0, dann ist
(T |z) = (cx|x) = c||z||? also c € R
S—— ~~

R R
Erinnerung: 7% ist definiert durch (T'z |y) = (x| T*y) oder (x| Ty) = (T*z|y).

§19. ISOMETRIE

Definition 1: Sei U € Z(V, V), sodass U* = U~!, dann heikt U Isometrie.
Wenn K =R und UT = U™}, heifit U orthogonal.
Wenn K = C und U* = U™}, heifit U unitér.
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Satz 1: Fiir U € Z(V,V) sind dquivalent:
@) UU =UU* = 1d
(i) (Uz|Uy)=(z|y), Ve,y eV (U erhélt (| ))
(iii) |Uz| = ||=||, Ve € V (U erhélt die Norm).

Beweis:
(1)=(2): Uz|Uy) = (x|U*Uy) = (z|y), Yo,y €V
(2)=(3): (2) anwenden mit x = y.

(3)=(1): (Ux|Uzx)=(UUx|z)= (z]|x), also ([UU —1d]z|x) =0, Vo € V.
Nun ist aber T := U*U — Id hermitesch und (T'z |z) =0, Vx € V
impliziert T = 0.

I
siehe U.B. 12
O

Bemerkungen:

(i) (3) impliziert: U erhélt Distanz:

(4) Uz = Uyl = |z —yl, Yo,y eV

(ii) Isometrien sind invertierbar und erhalten das innere Produkt. Also:
U:(V.(1)—W.([)

ist ein Automorphismus des inneren Produkt-Vektorraums (V,( | )).

Satz 2: Eigenwerte von Isometrien haben den Absolutbetrag gleich 1.

Beweis: Sei Ur =cx, x #0, c € C.
Es ist:

[Tzl = [lz|] und [[Uz]| = [ez|| = |e]|=[|, also |lc[| = 1.
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§20. ORTHONORMALBASISWECHSEL

Satz 1: x = {x1,...,2,} Orthonormalbasis und U € Z(V,V) eine Isometrie.
Dann ist Uy := {Uz,...,Uz,} eine orthonormale Basis.

Umgekehrt ist U € Z(V, V), x orthonormale Basis, sodass Ux wieder
orthonormale Basis ist, dann ist U eine Isometrie.

Beweis:

== (Uz;|Uzx;) = (z;]| ;) = &;5, also Ux orthonormal und Uy ist eine Basis weil
U invertierbar ist.

,<" Sei Ux orthonormal. Es gilt also: (Uz; |Uxj) = d;; = (z;|z;), V1 <i,j<n
und damit gilt mit der Linearitiat: (Ux | zy) = (z|y), Yo,y € V.

MATRIX-VERSION

Definition 1: A € Mat,,x,(K) ist orthogonal (K = C) oder unitér (K = C), falls

AA*=A"A =1,

Bemerkung:

(i) U Isometrie und x Orthonormalbasis impliziert:

A := [U], ist unitér (bzw. orthogonal).

(ii) Matrixversion von Satz 1 (§20):
Sei x Orthonormalbasis und B’ eine beliebige Basis, dann
ist B’ orthonormal gdw. die Basiswechselmatrix unitér ist.
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§21. SPEKTRALTHEORIE

Sei wie immer dim V' < oco. Bisher haben wir 3 wichtige Klassen von Operatoren studiert:

(a) hermitesche (b) schief-hermitesche (c¢) unitdre
™ =T T = -T T — -1

Alle erfiillen die folgende Eigenschaft:

Definition 1: T € Z(V, V) ist normal, falls

™T=TT".

Wir werden die Struktur von normalen Operatoren genau untersuchen.
Wir brauchen:

Lemma 1: Sei T € Z(V,V), W C V T-invariant, dann ist W+ C V T*-invariant.

Beweis: Sei u € W+, w € W und berechne (w|T*u) = <7ﬂ1w | u ) =0, VweW

also ist T*u € W+ Wt

Wir wollen unseren Hauptsatz beweisen:

Satz 1: (Spektralsatz fiir normale Operatoren)
Sei dimV < oo, T' € Z(V,V) normal, p :== MinPol(T).
Es gilt:
P =pi...Dk, wobel p; # p; und p; normiert und irreduzibel fiir ¢ # j ist.
(d.h. degp; = 1 oder degp; = 2).

Setze W; := ker p;(T), W; C V ist T-invariant.
Dann gilt:

W; ist orthogonal zu W fir i #jund V=W, @ ... & Wg
(orthogonale direkte Summe).
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Satz 2: (orthonormale Trigonalisierung)
Sei K = C, V endlich-dimensionaler innerer Produkt-K-Vektorraum, 7' € .Z(V, V).
Dann gibt es eine orthonormale Basis x, sodass [1], eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis: Induktion nach n := dimV:
Seic € Cund z # 0 mit T*z = ca, W := (span{z})", dimW = dimV—1 = n—1.
Lemma 1 (§21) impliziert: W ist T-invariant, also ist 7’|y, wohldefiniert.

Per Induktionsannahme: Setze: {z1, ..., x,_1} Orthonormalbasis fiir W, wofiir die
Matrixdarstellung von T'|y eine obere Dreiecksmatrix ist.
Setzte x,, = Hi—” Dann ist x := {x1,...,Zp_1, 2, } die gesuchte Basis.

]

Korollar 1: Fiir jede n x n-Matrix A iiber C gibt eine unitire Matrix U,
sodass U1 AU eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis: Wahle y eine Orthonormalbasis und definiere

€1 n
T(x)=A]| + | wobeix = Zé‘ixi
En =
fir y = {x1,...,2,}. Finde J wie in Satz 2 (§21) und setze U :=Basiswechselmatrix.

Dann ist U = U* und U~ AU = B ist obere Dreieckmatrix.
]

§22. ORTHONORMALE DIAGONALISIERUNG

Lemma 1: Sei T normal, g(z) € K[z], W := ker g(T). Dann ist W+ T-invariant.

Beweis:
Behauptung: W ist T™-invariant

Beweis: Sei u € W. Berechne:
9(T)(T*(uw)) =T*(9(T)(u))

(weil T* kommutiert mit T, also auch mir g(7')).

T*(0) =0
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Lemma 1 (§21) impliziert nun: W+ ist T-invariant.

Satz 1: (Spektralsatz)
Sei T normal, T € Z(V,V), p := MinPol(T).
Es gilt:

(i) p=pi1...p, wobei p; # p; fiir i # j, p; irreduzibel und normiert.
(i) V=Wia...e W, fiir W, =kerp;(T") und W; ist orthogonal zu W; fiir i # j

Hilfsbemerkung: Ist g ein Faktor von MinPol, dann ist g(7") nicht invertierbar.

Beweis: p = gh mit degh < degp.
Wire g(7T') invertierbar, dann hétten wir:

0=g(T)'p(T) = g(T)"'g(T)n(T)

und damit A(T) =0 4 da degp minimal!

0
Beweis: (Spektralsatz)
Per Induktion:
Lemma 1 (§22) impliziert: Wit ist T-invariant. Betrachte T|w. und bemerke,
dass py <T|W1L> = {0} (z € Wit und z € kerp,(T) = W; = 2 =0).
Also ist pi(T'|yy+) invertierbar und damit ist p; kein Faktor
vom MinPol(T|y1) = pa... pr.
Aber p; = MinPol(T|w,) und p; teilt nicht ps, ..., p.
Also ist p1 # pj, 1 =2,...,k.
Fortsetzung per Induktion. 0

Korollar 1: K =C.

T normal = es existiert eine orthonormale Basis,
bestehend aus Eigenvektoren von T.

Beweis: p; = (x — ¢;) linear iiber C, also W; =Eigenraum zum Eigenwert c;.
Gram-Schmidt: Wéhle orthonormale Basis x; fir W;, i =1,... k).
x; besteht aus Eigenvektoren zum Eigenwert c;.
Also ist x = (x1 U ... U xx) die gewiinschte Basis.
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Definition 1: B, A € Mat,,»,(C).
(i) A ist normal, falls AA* = A*A

(ii) A ist unitdr dquivalent zu B, falls es eine unitdre Matrix
U € Mat,,,(C) gibt mit B = Ut AU.

Korollar 2: (Matrixversion von Korollar 1 (§22))
Sei A € Mat,«,(C).
A normal = A ist unitir dquivalent zu einer
Diagonalmatrix D € Mat,,,(C)

§23. ANWENDUNG VOM SPEKTRALSATZ

V endlich-dimensional.

Korollar 3: K = C, T normal.
Es gilt:

T ist hermitesch < alle Eigenwerte sind reell.

Beweis: ,,=“ schon bewiesen worden.

,<=" Seien alle Eigenwerte reell und J eine orthonormale Basis, bestehend aus
Eigenvektoren. Also ist

D:[T]]: ,dZGR
0 dy,

Es ist klar, dass D hermitesch ist. (D* = DT = DT = D), also ist auch T
hermitesch. (U.B.)
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Korollar 4: K = C, T normal.
Es gilt:

T ist unitdr < alle Eigenwerte haben Absolutbetrag 1

Beweis:
,=" schon bewiesen.

,<=" Seien die Eigenwerte z1,..., 2, und J orthogonale Basis, bestehend aus
Eigenvektoren, sodass

21 0
T, = =D
0 Zn,
Behauptung: D ist unitér.
Beweis: Berechne: -
z1 0
D*=DT =
0 Zn
Also ist
2 0 z1 0 2121 0 1 0
DD* = = = =1,
0 Zn 0 Zn 0 ZnZn 0 1
O
Also ist auch T unitér. (U.B.)
O

Wir wollen nun den Spektralsatz anwenden im Fall K = R.
Dann sind die p; entweder linear p; = (x — r;), r; € R oder quadratisch irreduzibel,
d.h. der Form (z —a)?> + %, a,b € R, b#£ 0.

Beispiel: Seir >0, © € R, © # nm, n € Z (d.h. ® erfiillt sin(0) # 0), T € £ (R? R?)
mit der Matrix (beziiglich der Standard-Orthonormalbasis {e;, e2})

A=r (o) om®))

A ist normal: AAT = AT A.
Sei p = CharPol(T) = det(x] — A) = (z — r cos(0))? + r?sin?(0).

© Lucas HEITELE



§22. Orthonormale Diagonalisierung 83

Setze a :=rcos(0), b:=rsin(0), b # 0.
Also ist p = (z — a)?b?, b # 0 irreduzibel in R[z] und damit MinPol(T) = p.

Wir zeigen nun die Umkehrung:

Satz 2: SeidimV =n, T € £ normal mit MinPol(T') =: p = (z—a)?+b%, a,b € R, b # 0.
Es gilt: Es existieren 2-dimensionale T-invariante Unterrdume Vi,..., Vs, (s = §),
sodass

(i) V; ist orthogonal zu V; fir i # j.

i) Vv=vie...oV

(ili) V; hat eine orthonormale Basis {¢;, 5;}, sodass

Taj; = aoj + bB; und T'5; = —ba; + af;

a —b
[T’Vf]{ajﬂj} - (b a)

wobel {a;, b;} die geordnete orthonormale Basis ist .
(iv) CharPol(T") = p*
(v) TT* = (a® + V)1
(vi) T ist invertierbar und 7* = (a® + b*)T*

Das heifét:

(also setze r := v/a? + b2, wihle © mit a = 7 cos(0) und b = rsin(0)).

Dann ist V die orthogonale direkte Summe von 2-dimensionalen Unterrdumen
und die Beschrankung T'|y; ist eine ,,r-fache Drehung um den Winkel ©*.

Wir brauchen eine Bemerkung und ein Hilfslemma bevor wir den Satz beweisen.

Bemerkung:
(i) Sei K =R, U € Z(V,V).
Es gilt:
(Ua|B) = (U*B]a) fiir a, B € V

(ii) Sei nun U normal, es gilt:

[Ua| = U7, Va eV

Beweis:
(i) (U Bla) = (B|Ua) = (Ua|B) = (Ua|B)
(i) ||Ua||? = (Ua|Ua) = (a|UUa) = (a|UU*) = (U*a|U*a) = ||U*al]?
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Hilfslemma: Sei K = R, S normal, sodass S?> +1 = 0. Sei o € V und setze 8 := Sa.
Es ist:

(1) Sta=—=f, 56 =a, (a|f) =0und [laf = |5

Beweis: Sa = 8 und SB3 = S%a = —a, also

0 =[|Sa — BII* +[ISB + a|*
=[[Sal* —2(Sa|b) + [BI* + [1SBI* + 2(SB @) + [l

Da S normal ist, folgt:

0=[[S*al* —2(S*Bla) + BII* + IS*BI* +2(S*a| B) + [|or]®
=[[S*a+ B> + [|5* — o?

Daraus folgt (7).
Berechne nun:

(a|B)=(5"B[5) = (B]5F) = (B| —a) = —(a]P)

also (a|5) = 0.
Schlieflich:
lal* = (S*B|a) = (8| Sa) = (8] B) = || BI*

Beweis (zu Satz 2 (§22)):

Sei {V1,...,V;} eine maximale Menge von 2-dimensionalen Unterrdumen mit den

Eigenschaften (i),(ili) und (v).

Setze W .=V, & ...dV,.

Behauptung: W =V

Beweis: Sonst ist W+ # {0} und (iii) und (v) implizieren, dass W T- und T*-
invariant ist, also ist W+ T*- und T**-invariant.
Setze S := b~} (T — al).
Bemerke, dass S* = b~'(T* — al) und damit S*S = S*S*S (S normal) und
W+ ist auch S- und S*-invariant und (7 —al)? +b*1 = 0 impliziert S*+1 = 0.
Also kénnen wir Hilfslemma fiir S und W+ anwenden und bekommen:
ae Wt |a|=1, 8:=Aa, 3 € W+ und SB = —a.
Da T = aT + bS haben wir aufierdem:

Ta=aa+ b }
(131)
T8 =—ba+ af
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Dariiber hinaus:
S*a=—-p, S*B=«a, (a|B) =0und ||B] = 1.

Nun ist T* = al + bS™, also

T o = ac — bﬂ} (v)

T3 = ba + ap
Widerspruch zur maximalen Wahl von {V,... V;}, also W = V.
0
. r—a b N2 g2
Nun ist det< b r—u =(z—y)Q+0b.
Es folgt aus (i),(ii),(iii), dass
det(z1 = T) = [(z — a)* + b°]".
Zu (vi):
Aus (iii) und (v) haben wir:
a b . a —b
7)o, = (—b a) und [T}, 5,y = (b a )
Nun ist aber
a —=b\ (a b\ (a®+b 0
b a ) \-b a) 0 a? + b?
AT A !
=[T"T1v; o 6:1
:(CL2 + b2)12
Also TT* = (a® + ).
0
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